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a jeho negace, dále se ~abývá ~ákladními logickými spojkami (konjunkce, disjunkce,
implikace, ekvivalence), vyhodnocováním pravdivosti a negováním složených výroků,
využitím kvantifikátorů a negací výroků s nimi, množinovými operacemi, Vennovými
diagramy a na závěr jsou probrány důkazové techniky. Výklad je doplněn sérií pěti
testů slouž ících k ověření osvojených znalost í. Otázky v testech jsou náhodně vybí-
rány z několika variant, což umožnuje testy opakovat R různymi otázkami. Vlastní
text, práce obsahuje uživatelskou a programátorskou dokumentaci a tištěnou podobu
výkladových kapitol.
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t.eaching chapters.
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Úvod
Cílem této diplomové práce bylo vytvořit. výukové webové stránky, které budou slou-
žit. jako doplňkový materiál pro výuku matematické logiky na střední škole. Tato
partie někdy bývá na středních školách opomíjena jako obtížné neoblíben é učivo, při
němž se navíc ,.nepoč,í tá". Bohužel i v některých současných středoškoskych učeh­
nicích je toto učivo velmi zredukováno. Díky tomu se zvětšuje propast mezi stře­
doškolským a vysokoškolským pojetím matematiky. Pro studenta přicházejícího na
vysokou školu je pak jazyk vět. definic či d ůkaz ů naprosto nesrozumitelný a snaha jej
pochopit mu brání v souatřodčni na vlastní učivo. Tato práce však norná nahrazovat
učitele ani učebnici, jejím smyslem je nabídnout studentům snadno dostupný mate-
riál pro studium, obzvlášt ě při přípravě k maturitní zkoušce nebo při přechodu na
vysokou školu. Může však být samozřejměpoužita i při samotné výuce matematické
logiky.
Stránky jsou rozděleny na dvě základní části - výkladovou a testovací. Výkladová
část je dále rozdělena do sedmi kapitol, které pokrývají učivo od nejjednodušších
výrok ů [1], [6], [17], a~ po práci s dúkaílY [1OJ, [11], obsažena je i kapitola o mno žinách
a Vennových diagramech [21, [16]. Výklad prvních šesti kapitol je doplněn pčti testy
(ke každó kapitole jeden, pouze druhá a třetí kapitola mají test společný), je~ slouží
k ověření osvojených poznatků, Testy obsahují tři t.ypy otázek - otázky s výběrem
odpovědi s jedinou správnou variantou , otázky s výběrem odpovědi s možností více
správných variant a otázky s přímou odpovědí zadáním čísla. Otázky testu jsou
vybírány z databáze, která pro každou otázku obsahuje několikmodifikací. z nichž je
náhodně vybíráno. Díky tomu mají testy mnoho variant a je tak možné je několikrát
opakovat. U většiny otázek jsou dostupné tři nebo čtyři varianty.
Sedmá kapitola (Důkazy) ncní doplnčna testem, neboť dúkazové úlohy ncní
možné testovat výběrem z variant nebo pouhým zapsáním čísla. Namísto testu je
výklad v této kapitole prováděnna větším počtu příkladů a na závěr je doplněn sérií
úloh k procvičení. u nichž je vždy naznačeno nebo přímo vypracováno řešení.
Příklady a testové úlohy použité na těchto stránkách jsou vlastní i převzaté z ně­
kterých učebnic čl sbírek 12], [8], [11], [12], [13], [16]. N čktcró byly také převzaty íf, mé
bakalářsképráce [9], na n íž tato práce navazuje. Výkladová i testovací část byly však
oproti této práci výrazně rozšířeny a přepracovány, změnila se také forma - namísto
spustitelného programu je tato diplomová práce koncipována jako webové stránky,
které jsou snadněji přístupné a nezávislé na platformě, kterou uživatel používá.
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Výkladová i testovací část jsou př-ipraveny pro tisk přímo z prohlížeče, kdy jsou
k tisku zaslány pouze ty části stránek jejichž tisk má smysl, z árove ň je upraven styl
stránek tak, aby odpovídal pravidlům pro tišt.ěn}' textu. Díky tomu je možné práci
používat jako výukový text i bez počítače,
PřiloženéCD obsahuje kompletní zdrový kód stránek výpis databáze i pomocné
soubory, Vlastní text této práce, který jc napsán v sázecím systému "D'IEX [7], [14]
pomocí programu Tcxmakcr. je na CD uložen ve formátu PDF.
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Kapitola 1
Uživatelská dokumentace
1.1 Zahrazení stránek
Str ánky jsou dostupné na adrese http://WVlW.trolejbus.xf.cz/logika. avšak v bu-
doucnu je možné vystavení jejich kopie na jiném serveru stejně jako umístění na
vlastní (např. školní) server (vÍ'/; podkapitola 2.7). Pro zobrazení stránek stačí ~a­
dat do intcrnctov óho prohl íže če (doporučuje se Mozilla Fircfox nebo Opera viz
podkapitola 1.4) příslušnou adresu. Po načtení se zobrazí titulní list:
lJvod )
Unive, zJta Kar ll1vll v f'r a le
Mltemlti , ko·fvz ikl lnlf.k util
DIPLOMOVÁ PRÁCE
Webevll aplikace PHl vw ku matemDllcke 10llik\lna stied", 1kole
Obrázek Ll : Titulní list
Nepověde )
1.2 Základní ovládání stránek
Hlavním ovládacím prvkem stránek je horní lišta obsahující čtyři tlačítka - Úvod,
Kapitoly, Testy a Ntipou ěda. Po najetí myší nad tlačítka Kapitoly nebo Testy se
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rozbalí podmenu obsahující odkazy na jednotlivé kapitoly resp. testy, U tlačítka
Kapdoly je navíc k dispozici i třet í úrove ň menu, která odkazuje na jednotlivé části
kapitol.
RIg
lJvod
"
lloa l'.h'~ OI ,.. ~J.'I'
Pň.. ,km"' 1IIl
o...U."I.".....o1l"" .J
V·~"lII'·"'1 J
1"'."'",,,.,,,,-,,
"'_ _ "' . ..1
Weboll••pUk. ceF D._"""..., ••v,~.._ .....DgikVna stiednlikole
v..... d,.. IJP'·J ..... Ol ql .J
"
""'ujIJ~1 plJ ~r';'lll ~l J' erniltl l J l)tl l~l,;t l rnill'OITI(lI'~ r ,ntJrlll JUI • e-c , lI'~ dl] l ;;'1-) 1..
.1':I '" ,.L" .. .." ,~.. ,.••I" ,
Obrázek 1.2: Rozbalené menu
Po kliknutí na zvolenou (podbarvenou) položku v menu se načte patřičná stránka.
Kliknutí na nadpis V1iuka lo,qíky na horní liště zp ů sobí návrat na titulní list . U delších
stránek je v pravém dolním rohu okna prohlížeče zobrazeno tlačítko Nohoru; které
slouží k rychlému návratu na začátek stránky a tedy i horní lištu s ovládacím menu.
1.3 Ovládání testů
Testy jsou generovány náhodně, při opakovaném spuštění testu se tedy některé
otázky změní. Rozlišují se tři typy otázek, které jsou odlišeny vzhledem ovládacích
prvků. Jejich vzhled je však závislý na nastavení prohlížeče.
1 Za V'í rok lze považovat větu
vsta ň a posaď sel
Kolik Je hodin?
Malemallka Je přírodní védou
Obrázek 1.:~ : Otázka s výběrem jediné správné odpovědi
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Otázky s výběrem jediné správné odpovědi
U tohoto typu ot ázek bývají odpovědi označeny "krou;l,kcm" (radio button) . Z nabí-
zených variant je správn á pouze jedna a není možné označit více odpovědí současn ě.
Volba odpovědi se provede kliknutím na "kroužck" u patřičnó odpovědi .
Otázka s možností výběru více správných odpovědí
U tohoto typu otázek bývají odpovčdi standardně označeny ,,čtverečkcm" (chcck-
box). Z nabízoných variant může být správných více (i všechny}, na druhou stranu
však nemus í být. správně ani jedna. Volba odpovědí se provádí kliknutím na "čtve­
reček" u dané odpovědi. který Re "zaškr t. ne".
2 Za výrok lze považovat zápis
Obrázek 1.·1: Otázka Rvýběrem více správných odpovědí
Otázka s odpovědí zadáním čísla
Tento typ otázek nenabízí výběr z několika variant, odpověď je nutné přímo vyplnit
do připraveného "okénka". Odpovědí je vždy celé číslo.
12 Na námě stí v Jevíčku JSou tř l restaurace Vesmír. Morava a Prima Za pos lední týden navštívilo Primu 725 osob, Moravu
531 osob , z toho 388 bylo pouze v Moravě Jen v Moravě bylo dvakrat vice lidí. než kolik navštívilo pouze Vesmír Zadný
z návštěvníku nebyl za poslední tliden z á rove ň v Pnmě I v MOl avě Osob, kter é navštívily Pnmu I Vesmí, bylo o 51 více než
těc h , které navštívIly Moravu I Vesmír Koli k lidi bylo Jen v Pnmě
Obr ázek 1.5: Otázka s odpovědí zadáním čísla
Po vyplnění testu je možné jej odeslat k vyhodnocení tlačítkem Odeslat, které se
nachází na konci testu pod jeho poslední otázkou. Test je po vyhodnocení znovu zoh-
razen i se zadanými odpovědmi. V pravém horním rohu se vypíší informace o délce
trv ání a o úspešnosti testovaného. U každé otázky je navíc vykreslen smajlík, ozna-
čující zda byla daná ot ázka zodpovězena správně (veselý ;l,lutý smajlík) nebo nikoli
(smutný červený smajlík) . Pod každou íI ot. ázck se zobraz] přerušovaný rámeček
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s napisem Nápověda. Pokud je kurzor myši umístěn nad tento r ámeček, objeví se
správné řešení, často doplněné o krátké vysvětlení.
Test 1 - Výroky
1 Za výroklze považovat větu
•• Prvním prezidentem samostatné České republiky byl v áctavHavel
" • Počkej tu na Martlnal
Jaká Je dnes průměrná cena benzínuv Jihočeském kraji?
2 Za výrok lze považ ovat zaors
D 5 c: 4
- - - - -- - - - - -- ,
:_!'!~ tl ~Y ~~~j__:
Obrázek LG: Část vyhodnoceného testu
1.4 Podpora prohlížečů
Celkový čas: 51s.
Vaše úspěšnost je 14.3%.
@
Tyto str ánky jsou testov ány a odladěny ve třech nejrozšířenějších prohlí žečích, tj.
v prohlíže čích Mozilla Fircfox (verze 3.0), Opera (vcrzc 9.51) a Microsoft Internet
Explorcr (vcrzc 7). DOpOruČCIHS prohlí že če pro zobrazení těchto stránek jsou Opera
nebo Mozilla Firefox minimálně uveden ých verzí. Obecně je však d ůrazné dopo-
ručováno používat nejnovější verzi prohlížeče nejen z d ůvodu správného zobrazení
st ránek a podpory nových technologií, ale také z d ůvodu zabezpečení prohlížeče před
případnými útoky virů a dalšího škodlivého softwaru.
Problémy s prohlížečem Microsoft Internet Explorer
V zhledem k tornu, že tento prohlížeč: ani ve verzi 7 nepodporuje velkou část ma-
tematick ých symbol ů , bylo nutné tyto symboly nahradit obrázky. Díky tomu došlo
ke snížení kvality zobrazení těchto symbolů . Zároveň v tomto prohlížeči není možné
měnit. velikost základního písma, což v jiných prohlížečích lze. Microsoft Internet
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Explorer verze (j a starší není z d ůvodu jeho zastaralosti a nekompatibility podpo-
rován. Uživatelům tohoto prohlížeče se doporu čuje přechod na novější verzi nebo
k jiné značce prohlížeče (např. Mozilla Fircfox nebo Opera).
Validita stránek
Kód stránek je validní podle norem XHTML 1.0 Strict a podle normy pro kaská-
dové styly CSS 2.1. Proto by ve většině moderních prohlížečů nemělo být zobrazení
stránek problematické. Obtíže však mů že činit. správné zobrazení matematických
symbolů.
1.5 Změna velikosti písma
St.ránky jsou napsány tak, aby v některých prohlížečích bylo možné měnit velikost
písma. V Microsoft. Internet Exploreru tuto funkci bohužel z výše uvedených dů­
vodů noní mO~1l(5 použlt (došlo by k "ro~sypáll í" textů s matematickými symboly).
Velikost písma v některých jiných prohlížečích lze měnit dvěma způsoby - zrněnou
měřítka stránky nebo přímo změnou velikosti písma. Změnil měřítka, která způsobí
zvětšení nebo zmenšení stránky jako celku, je možné v prohlížečích Mozilla Fire-
fox a Opera provést st isknut ím klávesy Ctrl a současn ým otáčením kolečka myši.
Podobně lze použít kombinaci kláves Ctrl a + pro ~včtšení, popř. Ctrl a - pro
zmenšení. K originálnímu měřítku stránky se lze vrátit klávesovou zkratku Ctrl+0.
Pokud chceme v prohl í že či Mozilla Fircfox pouze zvětšit písmo a ncmčnit měřítko
stránky, použijeme následující postup: Na horní liště prohlížeče rozhalíme menu
Zobrazit. a přejdeme na položku Velikost stránky. Je-li tato položka zaškrtnuta, pak
se kl ávesov ými zkratkami uvedenými v předchozím odstavci mění pOllze velikost
písma, pokud zaškrtnuta není, pak se jimi mění měřítko.
V prohlížeči Opera je také možné změnit velikost písma. Z menu na horní Iiště
prohlížeče rozbalíme položku Ntistroje a vybereme Nasiaueni. Objeví se okno s na-
stavením prohlížeče. Toto okno je možné vyvolat. také stiskem klávesové zkratky
Ctrl+F12. V tomto okně se přepneme na kartu Wcbuv(~ stránky (vi» ohr.1.7).
Kliknutí na tlačítko vpravo od popisku Proporciotullui pismo (na obr. 1.7 je na
tomto tla čítku nápis A.,-ial) otevře další okno, v nčmŽ: je mOž,nlS nastavit font základ-
ního písma zobrazovaných st ránek. Na stránkách, které jsou součástí této práce,
se projeví pouze změny velikosti písma, ostatní nastavení fontu jsou z designov ých
důvod ů potlačena.
1.6 Tisk stránek
Jak již bylo řečeno v úvodu, stránky jsou optimalizovány pro tisk. Pro tisk je použito
patkové písmo (typicky Timcs Ncw Roman), je odstraněno barevné pozadí a veškeré
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HMtavellí
....'ýchoti měfitl<o (%) 100 Pfi2p&sobit šěce
Vyberte ~ed-lOS.tňo v~ písma Cibarvy stránek bez ...Iastnm styu
Proporcionán,písmo Arial
Obrázek 1.7: Nastavení prohlížeče Opera
ovládací prvky. Skrývaná řešení úloh v sedmé kapitole se tisknou odkrytá. Stránky
lze tisknout běžným postupem, tedy např. stisknutím klávesové zkratky Ctrl+P po
načtení patřičné stránky. Tisknout je možné nejen výukové texty ale také testy. Vy-
tištěn é výukové texty jsou součástí Kapitoly 3. Doporučeným prohlížečem pro tisk
je Mozilla Firefox, Opera v současné verzi mívá potíže s tiskem některých mate-
matických symbolu, u Internet Exploreru jsou místo symbolu použity obrázky, což
snižuje kvalitu vytištěných matematických symbolů.
Ověřit vhodnost prohlížeče pro tisk stránek je velmi jednoduché. Stačí zobrazit
stránku Nápověda, kde je mj . seznam použitého značení. Jsou-li všechny symboly
v tomto seznamu zobrazeny dobře i v náhledu stránky pro tisk, pak je prohlížeč
vhodný pro tisk těchto stránek.
Případná změna velikosti písma v prohlížeči nemá vliv na velikost písma při
tisku, kdy se vždy použije základní písmo dvanáctibodové. Okraje jsou standardně
nastavené na 2,5 cm, avšak je možné je v prohlížeči nastavit jinak. Záhlaví a zápatí
vytištěných stránek jsou opět závislé na nastavení prohlížeče.
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Kapitola 2
Programátorská dokumentace
2.1 Použité nástroje a jazyky
Stránky jsou psány v jazyce PHP [191 , pomocí nčj~ jc generován kód HTlvIL (kon-
krétně XHTML 1.0 Strict). K designu jsou vyu~itý kaskádové styly CSS verze 2.1
[5], [15]. Gencrování části obsahu stránek a především testů probíhá ~ databáze
MySQL pomocí jazyka SQL [31. Na stránkách nejsou použity žádnó prvky psané
v .JavaSc:riptu.
Použité obr ázky byly vytvořeny pomocí grafického editoru GIMP [181 a aplikace
pro dynamickou matematiku a geometrii GeoGcbra [4]. Pro psaní kódu PHP byly
využívány editory PSPad a Bluefísh, komunikace s databází byla prováděna přes
rozhraní phpMyAdmin.
2.2 Základní architektura stránek
Jednotlivé stránky jsou samostatnými PRP soubory, výjimkou jsou pouze testy,
které jsou generovány souborem testy. php v závislosti na čísle testu předávaném
paramaterem cislo. Seznam výkladových kapitol a jména souborů, v nichž jsou
uloženy, jsou zapsány v databázi, stejně jako seznam podkapitol každé kapitoly.
Menu Kapitoly je generováno z této databáze, podobně je z databáze generováno
také menu Tesis].
Do každé stránky je na í:ačátek vložen soubor uvod-anonym. incl (vií: přiloha A.2) ,
který obsahuje hlavičku stránky a dále zajišťuje vygenerování horního menu. Do to-
hoto souboru jc takó vkládán soubor funkce. incl (vi« příloha A.I), který obsahuje
mnoho drobných funkcí sloužících především pro psaní matematických symbolů, Na
konce každé stránky jc pak vložen soubor konec. incl (viz příloha A.3) . K vkládání
těchto soubor ů je použit příkaz include . Vlastní text stránky je uzavřen v tagn
div, který má ID Stranka.
Základní kaskádové styly jsou zapsány v souboru styly1. CSS, styly použití ph
tisku stránek v souboru pro_tisk. css a speciální styly pro Microsoft Internet Ex-
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plorer pak v souboru styly-explorer. css.
Všechny v této podkapitole doposud popsané soubory jsou umístěny v kořeno­
vém adresáři webu. V něm je také možné nalézt adresář obrazky, kde jsou uloženy
všechny obr ázky použité na tčchto stránkách (včetně náhrad symbolů, pozadí tlačí­
tek apod.).
2.3 Ovládací menu
Jak již bylo řečeno , ovládací menu je generováno v sou boru uvod-anonym. incl, pod-
menu položek Kapitoly a TC8ty JSOll načítány z databáze. Zobrazování a skryváni
jednotlivých podmenu je zajištčno v CSS , pomocí selektoru sourozenců, pscudotřidy
hover, vlastnosti display a absolutního pozicování. Vzhled položek menu jako tla-
čítek je zajištěn pomocí obrázků na pozadí, které se mění díky pseudotřídám hover
a active.
2.4 Matematické symboly
V době začátku psaní této práce byl jazyk MathML nativně podporován pouze
jediným prohlížečem - Mozillou Firefox. Proto jsem se rozhodl jej nepoužít a mate-
matickó symboly zapisovat pomocí HTML entit (většinou čísdných) podobně jako
převadě č z 01EX-u do HTI\/lL Hevea. Tento zp ůsob zápisu je však poměrně nepře­
hledn ý a navíc se přidávají problémy s prohlížečem Microsoft Internet Explorer,
který mnoho z těchto entit nedokáže dobře zobrazit. Proto byly v jazyce PHP na-
psány funkce, které pod mnemotechnickými jmény zajišťují zaps ání daného symbolu
správnou HTML entitou a obrázkem pro Internet Explorcr (pomocí spcci álnich
komentář ů zachycujících kód POU:l-C pro tento prohlížoč], navíc jsou nadefinov ány
funkce zjednodušující zápis celých výraz ů.
Tyto funkce lzo nal ézt v souboru funkce . incl (vi» příloha A.l). Většina funkcí
má dvě varianty, první vrací patřičný HTML kód jako výsledek druh á, mající stejné
jméno doplněné o písmeno ,.p". zapisuje daný kód přímo do stránky pomocí příkazu
echo. Funkce zajišťují také správné formátování symbolů pro proměnné, výroky
a množiny. Použijeme-li např. na stránce zápis <7php konjp(v(ItAIt) ,v( ItB It)); 7>
vypíše se zde kód, který po zobrazení v prohlížeči bude vypadat takto: A/\ B. Funkce
vO totiž zajistí správné formátování symbolů pro výroky a funkce konjpO vypíše
kód pro zobrazení celé konjunkce. Výsledný HTj\"lL kód, který se pošle prohlížeči,
bude následující:
<span class="vyrok">A</span>&nbsp;<!--[if lEJ><img
src="obrazky/konjunkce.png lt alt="konjunkce" /><! [endif]-->
<!--[if !lEJ> -->&#8743;<!-- <1 [endif]-->&nbsp;&not;<span
class="vyrokll>B</span>
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V tomto kódu je vidět formátování symbolů pro výroky pomocí tagu span i pou-
žití speciálních komentářů pro Microsoft. Internet Explorer, které zajišťují, ze místo
H'I'Ml. entity &#8743; tento prohlížeč použije obrázek konjunkce.png. Je také
zřejmé, že zápis pomocí připravené PHP funkce je výrazně úspornější a přehled­
nější.
2.5 Generování a vyhodnocování testů
Každý test má pevně určený počet. otázek. Pro každou otázku je v databázi k dis-
pozici nčkolik variant, z nichž je pomocí funkce rand () jedna náhodně vybrána. Do
neviditelného prvku formuláře je zapsáno unikátní číslo varianty otázky a náslcdnč je
vygenerován kód znění otázky. Jednotlivé nabízené odpovědi jsou také generovány
z databáze a do prvků formuláře, které je reprezentuji, JSOIl opět zapsána jejich
unikátní čísla. Při spuštění testu je do neviditelného prvku formuláře uložen čas.
Po vyhodnocení testu se test znovu vypíše. Tentokrát však již bez náhodného
generování , protože je nutné vypsat stejný test, jaký uživatel vyplňoval. K tornu
slouží čísla variant jednotlivých otázek uložená v neviditelných prvcích formuláře,
Text je vyplněn podle uživatelem odeslaných dat. U každé otázky se pro jednotlivé
odpovědi ovčři, zda jsou označeny či ncoznačcny správně (k rychlému přístupu do
databáze opět sloužf uložen á unikátní čísla odpovědí) a podle správnosti odpovědi
se vykreslí patřičný smajlík. U každé otázky se také vypíše nápověda pro danou
variantu do skrývaného bloku. Na závčr je vyhodnocena úspěšnost (poměr správně
a nesprávn ě zodpovčzoných otázek vyjádřený v procentech) a vypo čítán čas mez]
spuštěním a odesl áním testu.
Protože kód zadání i odpovědí jednotlivý ch otázek obsahuje různ é PHP skripty,
je nutné zajistit, aby se tyto skripty provedly, což se nestane. pokusíme-li se tento
kód zapsat na stránku pomocí funkce echo. Proto je vždy kód nejdříve uložen do
souboru text. txt a tento soubor následně vložen pomocí include.
Generování i vyhodnocování testů jsou naprogramovány v souboru testy. php
(viz příloha A.4). Číslo testu, ktcrý má být spuštěn, se tomuto souboru předává
v parametru cislo odesílaném metodou GET. Zadáním adresy http://trolejbus .
xř . cz/logika/testy. php?cislo=1 do prohlížeče se SPUt-iLÍ Tesl. č . 1.
2.6 Databáze
Databáze pro (,y(,o stránky je tvořena ~et-iCi tabulkami: odpovedi, otazky, podmenu,
stranky, testy a varianty. Tabulky podmenu a stranky obsahují údaje pro gene-
rování ovládacího menu, ostatní slouží pro potřeby test ů .
Tabulka stranky, kter á slouží ke generování seznamu kapitol v ovládacím menu,
je tvořena třemi sloupci. Sloupec str_cislo je primárním klíčem a reprezentuje
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pořadové ČÍslo kapitoly. Sloupec st.rijmeno obsahuje název kapitoly a sloupec po-
jmenovaný str.adreaa obsahuje název souboru, v němž je kapitola uložena.
Seznam podkapitol jednotlivých kapitol, který je opět důležitý pro generování
ovládacího menu, Je v tabulce podmenu. Sloupec index je primárním klíčem rc-
prezentujícím unik átn í ID každého záznamu. Sloupec c í s l.orstr anky odkazuje na
číslo stránky, v níž je daná podkapitola, sloupec nazev obsahuje název podkapitoly
a sloupec odkaz jméno návčštf pro odkaz na tuto podkapitolu.
Tabulka testy reprezentuje jednotlivé dostupné testy. Každý test má svoje uni-
kátní ID (sloupce cislo) a n ázev (sloupce nazev).
Seznam všech otázek pro testy je v tabulce otazky. Unikátním ID a z ároveň
primárním klíčem je sloupec c.otazky, sloupec c.test.u říká, do kterého testu otázka
patří. Sloupec typ označuje typ otázky (O pro otázky s jedinou správnou odpovědi,
1 pro mo žnost více správných odpovčdí a 2 pro odpověď zadáním čísla). Ve sloupci
variant je uvedeno, kolik variant dané otázky je k dispozici.
Varianty pro jednotlivé otázky lze najít v tabulce varíanty. Primárním klíčem
je sloupec cvar í ant.y. sloupec cot.azky odkazuje na otázku. jíž je daný záznam
variantou. Znění otázky je uvedeno ve sloupci zneni , sloupce napoveda obsahuje
nápovědu k dané variantě.
Odpovčdi k jednotlivým variantám otázek obsahuje tabulka odpovedi. U každó
odpovědi je uvedeno její unikátní ID (codp} , číslo varianty, k níy, se vztahuje
cvari.arrty, její znční (odpoved] a zda je spr ávn é (spravne, O pro špatnou, 1 pro
správnou odpověď, je-li otázka s odpovědí zadáním čísla, je v tomto sloupci uveden
správný výsledek).
Výpis databáze je na přiloženém CD v souboru databaze. sq.l , část tohoto vý-
pisu je také uvedena v příloze D.
2.7 Instalace na vlastní server
Přiložcn ó CD obsahuje vše potřebné k nainstalování tčchto stránek na vlastní (např.
školní) server. Jejich instalace , používání a případné zrnóny se řídí licencí uvedenou
v příloze C.
Pro správnou funkci tohoto webu je nutné, aby na serveru bylo k dispozici PRP
(alespoň verze 4.3) a databáze MySQL (alespoň verze 5.0) . Po nakopírování obsahu
složky www z CD na server je nutné nastavit správně přístup k databázi v souboru
sql-pripoj eni. Dále je nutné nahrát do databáze její obsah, k čemuž stačí naimpor-
tovat do uí soubor databaze. sq'L. Je t aké llUtIHS zajistit , aby PHP mělo přístupová
práva pro čtení i zápis clo souboru text. txt.
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2.8 Přidávání vlastních kapitol a testů
Stránky jsou navrženy jako snadno škálovatelné, databáze je připravena na přidávání
vlastních výkladových kapitol i nov ých test ů. Obě tyto činnosti je však v součas­
nosti nutné provádět přímou editací databáze, což je pro běžné uživatele obtížně
použitelné a možnost přidávání nových částí tak z ůstává pouze pro administrátory
stránek. Lze však naprogramovat modul, který by toto přidávání umožnil i pro běžné
uživatele, kterým k tomuto účelu bude zřízeno např. přístupové heslo.
Přidávání vlastních kapitol je pomčrnč jednoduché. Kapitolu je nutn é napsat
jako PHP soubor strukturou odpovídající ostatním kapitolám, především je nutné
dodržet vložení všech potřebných soubor ů a uzavřen í textu kapitoly do správných
tag ů (vij', podkapitola 2.2). Tento soubor se zkopíruje do kořcnovó slo žky stránek
na serveru. Posledním krokem je jeho přidání do datab áze. Do tabulky stranky je
nutné zadat jméno souboru, název kapitoly a jcjí číslo (unikátní). Má-li kapitola
nějaké podkapitoly. zadávají se jejich názvy a jména u nich uvedených návěští pro
odkaz clo tabulky podmenu. U každ ó podkapitoly je v této tabulce nutné ještě uvést
č íslo kapitoly, do níž patří , a také unikátní ID sloužící jako primární klíč.
Tvorba vlastních testů je obti žn éjší, vyžaduje totiž editaci všech čtyř tabulek,
které testy využívají. Popis těchto tabulek je uveden v Kapitole 2.6 . V tabulce testy
je nutné vytvořit nový test, do tabulky otazky zaznamenat typy jednotlivých otázek,
pro každou otázku zapsat. do tabulky varianty znění a nápovědy jejích jednotlivých
variant a ke každ é variant ě zapsat do tabulky odpovedi jednotlivé odpovědi. Pro
tuto činnost je tedy nutné se dobře seznámit se strukturou databáze, pro komunikaci
R ní je možné zvolit např. rozhraní phpMyAdmín.
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Kapitola 3
Vytištěné výukové texty st.ránek
Na následujících str ánkách je vytištěna výkladová čás t webu. Okraje textu byly
přizp ůsobeny nastavení zrcadla pro tuto práci . Při běžném tisku stránek jsou okraje
závislé na nastavení prohlížeče, v němž jROU obvykle nastaveny podstatně menší
(text pak zabere mónó stránek).
Ostatní formátování bylo ponecháno tak, jak bude vypadat při případném tisku
stránek z prohlížo čo.
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Výroky
Výrok
První termín z matematické logiky, kterým se budeme zabývat, je takzvaný výrok:
Za výrok budeme považovat jakékoli tvrzení, u kterého má smysl zabývat se
otázkou, zda je či není pravdivé (podle toho pak výrok budeme nazývat pravdivým
nebo nepravdivým).
Zároveň je nutné dodat, že tato tvrzení budeme zkoumat samostatně, bez souvislosti
s případným kontextem. Každé tvrzení pro nás bude samostatným celkem. Je dobré si
uvědomit, že není nutné okamžitě vědět, zda je dané tvrzení pravdivé nebo nepravdivé,
abychom o něm řekli, že se jedná o výrok. Musí ale být smysluplné zabývat se otázkou
pravdivosti tohoto tvrzení (v dalším textu si ukážeme tvrzení, kde to smysluplné není),
jinak řečeno musí existovat cesta, jak se k pravdivosti tvrzení dobrat.
Vše si nejdříve vysvětlíme na větách z běžného života a postupně přejdeme i k větám
matematickým, které nám umožní přesněji formulovat, co je pravda nebo nepravda
(slovo lež se v matematické logice nepoužívá). Nejdříve si ale ukážeme několik příkladů:
1. "V roce 19915 ziskala hokejová
reprezentace České republiky
zlatou medaili na olympijských
hrách v Naganu. "
Uvedená věta je výrokem.
Dokonce Je pravdivým
výrokem, jehož pravdivost si
můžeme snadno ověřit
nahlédnutím do historických
sportovních tabulek.
2. " Český král a římskoněmecký Večde
cisar Karel IV. vládl v 18.
století. "
I tato věta je výrok. Samozřejmě Je to výrok nepravdivý, to všichni známe
z dějepisu.
3. ,,4 < 5"
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Opět máme před sebou výrok. Ačkoli tak na první pohled nemusí vypadat, jedná
se vlastně o zkrácený zápis jednoduché věty, která říká: "Číslo čtyři je menší než
číslo pět." Taková věta je samozřejmě pravdivá.
4. "Sedni si!"
Výše uvedené tvrzení je větou rozkazovací. U rozkazu ale nemá smysl hovořit
o pravdivosti. Můžeme uvažovat pouze o tom, zda bude či nebude splněn, ale to
nesouvisí s pravdivostí. Je to tedy první příklad tvrzení, které není výrokem.
5. "COje dnes k večeři?"
Při hlubším zamyšlení zjistíme, že ani u otázek nemá valný smysl zabývat se jejich
pravdivostí. Něco jiného by byly odpovědi na otázky. Tato věta také není
výrokem.
6. "Ať se máme všichni dobre!"
Z jazykového hlediska je tento celek větou přací. Ani u vět přacích však nemá
smysl ptát se na jejich pravdivost. Opět se můžeme maximálně ptát, zda se nám
přání splní.
Prohlédneme-li si předchozí příklady, zjistíme, že jediný typ jednoduché věty (souvětí
prozatím ponechme stranou), který připadá v úvahu jako výrok, je věta oznamovací.
Rozkaz, otázka ani věta přací výrokem být nemohou. To však neznamená, že všechny
oznamovací věty jsou výroky. Projděme si další příklady:
1. "Učitel drží v ruce křídu. u
Při prvním pohledu bychom se mohli nechat unést myšlenkou, že jde o výrok -
vždyť se stačí na učitele podívat a hned víme, zda křídu skutečně drží. Zde
narážíme na první rozdíl mezi běžným a matematickým jazykem. Na začátku jsme
si zapověděli uvažovat posuzovaná tvrzení v jakémkoli kontextu. Řekli jsme si, že
tvrzení budeme posuzovat jako samostatné celky. V takové situaci ovšem
nemůžeme vědět, o kterém z milionů učitelů se tato věta vyjadřuje. To by
v běžném jazyce vyplynulo právě z kontextu, který jsme si zakázali. Nemá tedy
smysl zabývat se pravdivostí tohoto tvrzení, protože nikdy nebudeme vědět, na
kterého z učitelů se podívat. Věty obsahující takový "nezjistitelný" prvek
nebudeme za výroky považovat.
2. "x>lO"
Přečteme-li si tento matematický zápis, dostaneme opět oznamovací větu. Ale co
máme dosadit za x? To nevíme. Věta tedy opět není dostatečně přesná. Abychom
mohli hovořit o pravdivosti takové věty, museli bychom vzít v úvahu nějaké další
dodatečné informace, ale to jsme si zakázali.
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Pravdivostní ohodnocení výroku
Když o nějakém výroku výroku řekneme, že je pravdivý nebo nepravdivy, znamená to,
že jsme tomuto výroku přiřadili pravdivostní ohodnocení.
Pravdivostní ohodnocení výroku říká, zda je výrok pravdivý či nepravdivý.
Často se pro zkrácení zápisu používá číselné vyjádření pravdivostního ohodnocení, tedy
číslo 1 pro pravdu a číslo Opro nepravdu. Proč vůbec něco takového děláme? Především
se nám to bude hodit později, ale už teď si můžeme ukázat příklad použití (byť trochu
umělý). Uvažujme větu:
" V Dolnich Dunajovicíchprávě teďprši. "
U takové věty umíme jistě rozhodnout, zda je nebo není pravdivá (stačí si do uvedené
vesnice zavolat), a můžeme ji tedy považovat za výrok. Ale jeho pravdivost se mění
podle počasí. Pokud bychom s tímto výrokem měli dále pracovat, potřebovali bychom
vědět, zda je či není pravdivý. Pro snadný záznam této skutečnosti se hodí právě
pravdivostní ohodnocení. Ukažme si několik dalších příkladů zápísu pravdivostního
ohodnocení číslem, tentokrát výroků, jejíchž pravdivostní hodnota se nemění:
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Trzení: Ohodnocení:
..Na státní vlajce České republiky je modrý trojúhelník. " 1
" Slovo rostlina označuje totéž, co slovo živočich. " O
"Evropská unie má více než 15 členských zemi. " 1
"Československá televize začala vysílat v roce 1953." 1
" Nejvyšši povolená rychlost vozidel v obcije v ČR stanovena na O90km/h. "
"Demokracie je totalitní zřízeni. " O
.Posvátnou knihou muslimů je Korán. cc 1
"Číslo 3 patři do množiny reálných čísel." 1
,,5,12 = 18,1" O
,,-5+3<154" 1
"Přičteni stejného člsla k oběma stranám rovnice je ekvivalentni 1úpravou. "
Negace výroku
Velmi často v matematické logice potřebujeme k danému výroku nalézt výrok, který
tvrdí přesný opak. K tomu slouží negace.
Negací výroku budeme rozumět takový výrok, který popírá pravdivost výroku
původního.
Negace výroku je tedy jeho "pravý opak", který vylučuje platnost původního výroku.
Pravdivostní ohodnocení negace výroku musí být vždy opačné než pravdivostní
ohodnocení původního výroku. Nejjednodušším způsobem, jak z výroku vyrobit jeho
negaci, je přidat na začátek daného výroku formulaci: "Není pravda, že ..." Další
možností je ovšem vytvoření nového výroku s opačnou "pravdivostí". Pokud vyrábíme
z výroku jeho negaci, říkáme, že výrok negujeme. Ukázka na příkladech nám pomůže
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k lepšímu porozumění pojmu negace:
Výrok: Negace:
"Není pravda, že na státní vlajce České
"Na státní vlajce České republiky je republiky je modrý trojúhelník. c c
modrý trojúhelník. " "Na státní vlajce České republiky neni
modrý trojúhelník. "
"Neni pravda, že čislo 1je záporné. "
"Číslo 1je záporné. " "Císlo 1 nenl záporné. "
" Číslo 1 je nezáporné. "
"Čislo 0,5 patři do množiny celých "Není pravda, že číslo 0,5 patři do množiny
celých čísel. 1/čísel. " "Číslo 0,5 nepatri do množiny celých čísel. "
"Není pravda, že v Dobřichovicích je právě
" V Dobrichovicich je právě teď teď bezvětří."
" V Dobřichovicích neni právě teďbezvětří. " bezvětří. "
" V Dobřichovicich právě teď vane vítr. "
"Není pravda, že v Praze na Žižkově včera
"V Praze na Žižkově včera ve 13:00 ve 13:00 pršelo. t c
pršelo. " " V Praze na Žižkově včera ve 13:00
nepršelo. "
Všimněme si, že pravdivost výroků v posledním řádku tabulky je proměnlivá s počasím,
ale přesto jsme dokázali vytvořit negaci. Tvorba negací tedy nezávisí na pravdivostním
ohodnocení původního výroku. Proč jsme nepoužili negaci ve tvaru" V Praze na Žižkově
včera ve 13:00 svítilo slunce. "t Takový výrok by totiž nebyl negací výroku původního.
Představme si situaci, kdy by na Žižkově ve zmiňované době bylo zataženo, ale bez
deště. V takovém případě by původní výrok i uvedený návrh negace byly nepravdivé.
Ale my jsme si řekli, že výrok a jeho negace musí mít vždy navzájem opačné
pravdivostní ohodnocení.
Ještě bychom si měli říci, co nastane, jestliže výrok znegujeme dvakrát za sebou. Pak se
dostaneme k původnímu výroku, u kterého jsme s negováním začínali. Popřeme-li totiž
negaci výroku, dostáváme výrok původní.
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Značení
Zatím jsme hovořili pouze o konkrétních výrocích. Pokud jsme na ně potřebovali
odkázat, používali jsme výrazy jako "poslední výrok v tabulce" a podobně. To je
poněkud zdlouhavé a navíc některá pravidla potřebujeme vyjádřit obecně pro všechny
výroky. Dohodněme se tedy, že pro značení výroků budeme používat velká tiskací
písmena většinou ze začátku abecedy. Pak můžeme říci, že máme nějaký výrok A, a
pod tímto jménem o něm dále hovořit. A jak zapíšeme, že pravdivostní ohodnocení
výroku A je I? Následovně : v(A) = 1. Pro označení ohodnocení výroku tedy budeme
používat malé v.
Ještě jsme v této kapitole mluvili o negaci výroku. I ta má své značení. Používají se různé
značky, my pro negaci výroku A budeme používat následující zápis: ,,--'A".
Co UŽ bychom mělimát?
• výrok
• pravdivostní ohodnocení
• negace výroku
• značení
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Logické spojky
Na co spojky?
Jistě jste si všimli, že jsme se zatím zabývali jen jednoduchými větami. Jazyk
matematické logiky ale potřebuje výroky spojovat a vytvářet tak větší celky, stejně jako
běžná řeč. Avšak není to tak jednoduché - matematika musí být přesná, a tak i způsob
spojování výroků musí být přesně nadefmován.
Ke spojování výroků se používají logické spojky. Pokud spojíme dva výroky pomoci
logické spojky, výsledkem bude opět výrok. Můžeme tak vytvářet i velmi složité celky,
které budou stále výrokem. Aby nějaké tvrzení bylo výrokem, musí odpovídat definici
výroku. Jak je to tedy s těmito spojkami?
Když si vzpomeneme na defmici výroku, zjistíme, že potřebujeme, aby u vzniklého celku
mělo smysl zabývat se jeho pravdivostí. Logické spojky jsou navrženy právě tak, že
přesně říkají, jaké bude pravdivostní ohodnocení výsledného výroku v závislosti
na pravdivostním ohodnocení dílčích výroků, ze kterých je složen. Lze se tedy
pravdivostí výsledného tvrzení nejen zabývat, ale pokud ji máme u dílčích výroků,
můžeme ji i snadno určit. Výroku, který vznikl právě spojením jiných výroků pomocí
logických spojek, říkáme složený výrok.
Dále se podíváme na nejčastěji používané logické spojky a jejich použití.
Konjunkce
Pod pojmem konjunkce si můžeme představit obdobu spojky" a ", kterou známe z běžné
řeči, a také ji tak budeme číst. Její význam si osvětlíme na příkladu. Vezměme např. dva
následující výroky:
1. "V Lázních Jeseník právěprší. "
2. "Ve Velimiprávě fouká silný vitr. "
Po jejich spojení pomocí konjunkce (tedy vlastně spojky "a ") vmikne věta:
" V Lázních Jeseník právěprší a ve Ve/imi právě fouká silný vitr. "
26
Taková věta sice není stylisticky ideálním českým souvětím, její význam je však zřejmý.
Chceme-li zapsat konjunkci dvou výroků A a B, používá se obvykle jedno
z následujících značení (my se budeme držet toho prvního): A 1\ B; A & B.
Ajak je to s pravdivostí, resp. pravdivostním ohodnocením takového složeného výroku?
Jak už jsme si řekli, pro každou spojku jsou dána určitá pravidla vycházející
z pravdivostní hodnoty dílčích výroků. Pro konjunkci platí následující:
Konjunkce je pravdivá právě tehdy, když jsou pravdivé oba spojované dílčí výroky.
Jinak je nepravdivá.
Jinak řečeno , aby byla konjunkce pravdivá, musí být pravdivé oba spojované výroky.
Pokud je pravdivý jen jeden nebo dokonce žádný , konjunkce je nepravdivá.
Pro upřesnění dodejme, že pojem "konjunkce" v tomto textu používáme ve dvou
významech - jednak pro pojmenování vlastní spojky, jednak pro pojmenování
výsledného spojení (vzniklého výroku). Význam konkrétního použití vyplývá z kontextu,
např. mluvíme-li o pravdivosti konjunkce, jde o výsledný výrok, ale mluvíme-li o tom, že
konjunkci čteme "a současně",jde o spojku. S názvy ostatních logických spojek budeme
pracovat obdobným způsobem.
V matematických větách se konjunkce obvykle čte jako" a současně". Zápis" 3 < 5 1\ 5
< 7" tedy přečteme jako:
" Číslo tři je menší než číslopět a současně číslo pět je menší než číslo sedm. "
Tento výrok o přirozených číslech je pravdivý, protože oba dílčí výroky jsou také
pravdivé. Pokud bychom jeden z nich vyměnili za výrok nepravdivý (například
s obrácenou nerovností), byla by už celá konjunkce nepravdivá.
Tabulka pravdivostních hodnot konjunkce
Někdy se pro zjednodušení práce používá zápis pravdivostního ohodnocení pomocí
tabulky, které se říká tabulka pravdivostních hodnot. Výhody tohoto zápísu poznáme,
až budeme zjišťovat pravdivostní ohodnocení u složitějších výroků. Metoda spočívá
v tom, že si rozepíšeme všechna možná ohodnocení dílčích výroků a podle toho
vyplňujeme ohodnocení u složitějších výroků. Snadno tak zjistíme, pro jakou
"konfiguraci" pravdivostního ohodnocení dílčích výroků je výsledný výrok pravdivý či
nepravdivý. Ukažme si to u konjunkce:
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A B A/\B
1 1 1
1 O O
O 1 O
O O O
Když si tabulku pozorně prohlédneme, zjistíme, že jsou zde opravdu uvedeny všechny
možné kombinace ohodnocení výroků A a B. Budeme-li potom tabulku procházet
po řádcích, zjistíme, jak je na tom ohodnocení našeho složeného výroku pro jednotlivé
případy ohodnocení výroků dílčích.
Disjunkce
Další spojka, kterou se budeme zabývat, se jmenuje disjunkce a je to vlastně spojka
"nebo ", V běžném jazyce se většinou spojka "nebo" používá ve smyslu vylučovacím.
V matematické logice je to trochu jinak, ukažme si to opět na příkladu. Budeme mít dva
výroky:
1. "Kprvnímu nástupišti nádraží
Praha-Holešovice včera
ve 12:20 přijel rychlík
Vsacan. "
2 . "Ke druhému nástupišti
nádraží Praha-Holešovice
včera ve 12:20 prijel vlak
Eurocity Vindobona."
Pokud tyto výroky spojíme pomocí
disjunkce, získáme souvětí :
Rychlík
"K prvnímu nástupišti nádraží Praha-Holešovice včera ve 12:20 přijel rychlík Vsacan
nebo ke druhému nástupišti nádraží Praha-Holešovice včera ve 12:20 přijel vlak
Eurocity Vindobona. "
To by se dalo upravit na stylisticky méně kostrbatý Ca trochu méně přesný) tvar, např.:
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..K prvnímu nástupišti nádraží Praha-Holešovice včera ve 12:20 přijel rychlík Vsacan
nebo v tutéž dobu přijel ke druhému nástupišti vlak Eurocity Vindobona. "
Takové tvrzení může říci třeba někdo, kdo si nemůže vzpomenout, který z těchto dvou
vlaků v danou dobu přijel, ale ví, že některý z nich to byl. Pak bychom tvrzení chápali
(a obvykle v běžné mluvě chápeme) tak, že v danou dobu přijel jen jeden z těchto vlaků.
Takový přístup ukazuje vylučovací význam této spojky C" buď jeden, nebo druhý "),
V matematice je to ale jinak, zde připouštíme i situaci , že nastanou obě varianty
současně, tedy v našem případě přijedou oba vlaky současně. Přesněji řečeno:
Disjunkce dvou výroků je pravdivá právě tehdy, když je pravdivý alespoň jeden
ze spojovaných výroků.
Tuto defmici opět můžeme zachytit také tabulkou pravdivostních hodnot, ale chybí nám
k tomu jedna drobnost - nevíme, jak disjunkci značit. Hned to napravíme. Disjunkce
dvou výroků A a B se zapíše pomocí znaku podobného malému tiskacímu písmenu"v":
AvB.
Tabulka pravdivostních hodnot disjunkce
A B AvB
I I I
1 O 1
O 1 1
O O O
Vidíme, že jediným případem, kdy disjunkce neplatí, je stav, kdy oba spojované výroky
jsou nepravdivé . Ve všech ostatních případech je disjunkce pravdivá. Ukažme si ještě
jeden příklad disjunkce s matematickými výrazy: ,,(5EN) V (5EZ)"_
Takový zápis bychom mohli přečíst jako: "Číslo pět je prvkem množiny přirozených
čísel nebo číslo pět je prvkem množiny celých čísel. "
Tento výrok je pravdivý, protože dokonce oba spojované výroky jsou pravdivé. Víme,
že číslo 5 je přirozené i celé. Uvedené závorky zatím nejsou naprosto nutné (později
poznáme složitější výroky, u nichž bude nutné rozlišit přednost jednotlivých spojek), ale
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zvyšují přehlednost zápisu.
Implikace
Dostáváme se ke spojce, jejíž pochopení může být náročnější. Nemá totiž jasný vzor
v běžném jazyce. K prostému spojení dvou vět pomocí této spojky se používá sousloví
"z toho plyne ", Avšak mnohem častěji se implikace do běžné řeči "překládá" jako vazba
"jestliže - pak". Z toho by mohlo být vidět, že jsme se dostali k první spojce, u níž záleží
na pořadí výroků. U konjunkce i disjunkce bylo jedno, zda jsme psali nejdříve první
výrok a potom druhý nebo naopak. Spojením jsme získali výrok stejného významu
i pravdivostního ohodnocení. Implikace se chová jinak, při změně pořadí výroků se
změní nejen význam výsledného výroku, ale často ijeho pravdivostní ohodnocení.
Zkusme si opět spojit dva výroky:
1. "V Berouněpršľ. "
2. "Hladina Berounky v Berouně stoupá. "
Teď je v uvedeném pořadí spojíme - zkusíme to oběma způsoby, které jsme si ukázali:
" V Berouněprši, z toho plyne, že hladina Berounky v Berouně stoupá. "
"Jestliže v Berouně prší, pak hladina Berounky v Beroun ě stoupá. "
Obě věty by se jistě daly ještě upravit, aby zněly o něco lépe, ale to není účelem našeho
zkoumání. U spojení těchto výroků se zdá být lepší druhý způsob spojení, ale mohou
nastat situace, kdy tomu bude naopak. Podívejme se, co se stane, prohodíme-li pořadí
výroků:
"Jestliže hladina Berounky v Berouně stoupá, pak v Berouně prši. "
Věta získala zcela jiný význam. Zatímco původní věta říkala, že když prší, stoupne
hladina vody, ta druhá nám tvrdí , že když stoupne voda, musí nutně v Berouně pršet
Ca to rozhodně nemusí být pravda). U implikací tedy musíme dbát na pořadí spojovaných
výroků. Ajakje to s pravdivostním ohodnocením implikace?
Implikace je pravdivá pravě tehdy, když jsou oba spojované výroky pravdivé nebo
když je první výrok nepravdivý.
Neboli : Implikace není pravdivá jen v případě, že první výrok je pravdivý a zároveň
druhý je nepravdívý.
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Pro zachycení těchto informací pomocí tabulky pravdivostních hodnot opět potřebujeme
značení. Ke spojení výroků A a B pomocí implikace se používá zvláštní dvojitá šipka:
A=> B.
Takový zápis můžeme číst mnoha způsoby:
1. "Výrok A implikuje výrok B. "
2. "Výrok B plyne z výroku A. "
3. "Z výroku A plyne výrok B."
4. "Jestliže platí výrok A, pak platí výrok B. "
5. "Jestliže A, pak B. "
Tabulka pravdivostních hodnot implikace
A B A=>B
1 1 1
1 O O
O 1 1
O O 1
Implikace je velmi často používaným výrokem v celé matematice, mnohdy totiž
potřebujeme vyjádřit, že nějaký fakt plyne z jiného. Její pochopení je proto velmi
důležité.
Ekvivalence
Další obtížnější spojkou je ekvivalence. Pokud výroky A a B spojíme pomocí
ekvivalence, čteme takové spojení jedním z následujících způsobů:
1. "A právě když B. "
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2. ..A právě tehdy, když B. "
3. "A tehdy ajen tehdy, když B. "
4. "Výrok Aje ekvivalentní s výrokem B. "
5... Výroky A a B jsou ekvivalentní. "
Značení takového spojení je podobné implikaci, ale šipku uděláme oběma směry:
A~B.
A co vlastně znamená, že dva výroky jsou ekvivalentní? Stručně řečeno, nemusí být
stejné, ale jejich "důsledek" je stejný. Ukažme si to na příkladu:
bude
hodin
film
1. "Česká televize uvede
pozítří ve 20:00 film
Kolja. "
2. "Veřejnoprávní
televize v CR
pozítří v osm
vecer vysílat
Kolja. "
Vidíme, že význam obou vět
je stejný, jen bylo použito
různých synonym. Nemusíme
však zůstat u takto
jednoduchého příkladu
ekvivalence, protože pouhá
záměna slov pomocí synonym
by nám v matematice mnoho
užitku nepřinesla. Ukažme si
ještě jinou dvojici výroků.
1. "Ludolfovo číslo je iracionální. "
2. "Ludolfovo číslo nelze zapsat zlomkem. "
Televize
Zaměnili jsme dva termíny, které označují tutéž vlastnost čísla. I tentokrát bychom mohli
hovořit o pouhém využití synonym. V matematice můžeme narazit i na podstatně
složitější formulace , zatím ovšem nemáme dostatečné malosti k jejich studiu.
Teď už bychom měli mít alespoň rámcovou představu o významu ekvivalence a můžeme
se podívat na její pravdivostní ohodnocení:
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Ekvivalence je pravdivá právě tehdy, když jsou oba výroky pravdivé nebo když jsou
oba výroky nepravdivé.
Tabulka pravdivostních hodnot ekvivalence
A B A<=:>B
1 1 1
I O O
O 1 O
O O 1
Z tabulky je dobře vidět, že u ekvivalence (stejně jako u konjunkce a disjunkce) je
možné zaměnit pořadí výroků. Jedinou spojkou, se kterou jsme se zatím seznámili
a u které je nutné dbát na pořadí výroků, je implikace.
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Shrnutí
Název spojky Značení Čtení
konjunkce AAB f'. O.a ... u, ... o.a současně ... "
disjunkce AvB " ...nebo ... "
implikace A=>B "Jestliže "0' pak... "
ekvivalence A<=:>B .... .právě tehdy. když ... cc
Co UŽ bychom měli znát?
• logické spojky (konkrétně konjunkci, disjunkci , implikaci a ekvivalenci)
• tabulku pravdivostního ohodnocení
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Negace výroků s logickými spojkami
Nadpis v hlavním menu (tj. "Negace logických spojek") není přesný, negace totiž děláme
pro výroky, nikoli pro spojky. Budeme se zabývat tím, jak znegovat výroky, které
vznikly spojením nějakých dílčích výroků pomocí logických spojek.
První možností je celý výrok uzavřít do závorek a před ně vložit znak negace (to bychom
mohli srovnat s vložením formulace" neni pravda, že " před výrok). My ale budeme chtít
znát přesnější vyjádření pomocí spojek, které jsme se už naučili. Budeme chtít vyrobit
zcela nový výrok, který bude popírat ten původní. Existuje několik cest, jak se dostat
kjeho vyjádření. My se pokusíme vyčíst vztahy z defmic spojek a ověříme si naše
poznatky pomocí tabulek pravdivostních hodnot. Pokud najdeme negaci, musí - jak již
víme - splňovat následující podmínku: Pro libovolné ohodnocení dílčích výroků je
pravdivostní hodnota negace opačná než pravdivostní hodnota původního výroku.
Negace konjunkce
Podíváme-li se, kdy je konjunkce nepravdivá, zjistíme, že stačí, aby jeden z výroků byl
nepravdivý. To můžeme říci i trochu jinak:
První nebo druhý výrok musí být nepravdivy.
Spojku "nebo" zde uvažujeme v matematickém smyslu - mohou tedy být nepravdivé
i oba výroky současně.
Jak zapíšeme fakt, že výrok má být nepravdivý? Využijeme k tomu negaci - je-li výrok
nepravdivý, jeho negace je pravdivá. Můžeme tedy přeformulovat naši myšlenku
o situaci, kdy konjunkce neplatí :
Negace prvniho nebo druhého výroku je pravdivá.
Neboli :
Plati negace prvního výroku nebo negace výroku druhého.
Výše uvedenou větu už umíme přepsat pomocí spojek a jejich značek, které jsme se již
naučili. Uvažujme tedy spojení výroků A a B pomocí konjunkce CA 1\ 8) a zapišme jeho
negaci: --.A V --.B.
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Pro ověření si ještě ukažme tabulku pravdivostních hodnot. Bude tentokrát obsahovat
více sloupců, protože si pro větší přehlednost uvedeme i pravdivostní ohodnocení negací
obou dílčích výroků a jejich spojení pomocí konjunkce. Budeme-li mít před očima
ohodnocení všech těchto výroků, bude se nám lépe odvozovat ohodnocení právě
vytvořené negace.
A 8 -.A -.8 AA8 -.A v--.B
1 1 O O 1 O
1 O O I O 1
O 1 1 O O 1
O O 1 1 O 1
Prohlédneme-li si poslední dva sloupce , vidíme, že pravdivostní ohodnocení je ve všech
řádcích opačné. Toho jsme chtěli docílit, opravdu máme způsob, jak negovat konjunkci
dvou výroků .
Negací konjukce výrokůA a B je disjunkce negací těchto dvou výroků.
Tato věta, která někomu může připadat zmatená, říká pouze to, na co jsme přišli
v předchozích odstavcích a co jsme zachytili do tabulky.
Nyní si ještě ukažme negaci konjunkce na konkrétním příkladě. Uvažujme tento výrok,
který je konjunkcí dvou jednodušších výroků:
"Číslo 10patří do množiny reálných čísel a současně číslo 10patří do množiny celých
čísel."
Jeho negací pak bude výrok :
"Číslo 10 nepatři do množiny reálných čisel nebo číslo 10 nepatří do množiny celých
čísel."
Negace disjunkce
Zkusme opět zapátrat v paměti , abychom zjistili, kdy je spojení výroků pomocí disjunkce
pravdivé a kdy nikoli. Disjunkce výroků A a B je nepravdivá jen v případě, kdy jsou oba
spojované výroky nepravdiv é.
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Tedy jen v tom případě, kdy výrok Aje nepravdivý a současně výrok Bje nepravdivý.
Jinak řečeno, když:
Platí negace výroku A a současně platí také negace výroku B.
Předchozí věta říká právě ten výrok, který je negaci disjunkce. Stačí jej jen přepsat
pomocí našeho značení: -.A A -.B.
Pro ověření si ještě ukažme tabulku pravdivostních hodnot obdobnou jako u negace
konjunkce :
A B -.A -.B AvB -.A /\-.B
1 1 O O 1 O
1 O O 1 1 O
O 1 1 O 1 O
O O 1 1 O 1
Uveďme si opět příklad, uvažujme výrok:
"Číslo lOje reálné číslo nebo číslo lOje celé číslo."
Negací tohoto výroku je výrok:
"Číslo /0 neni reálné číslo a současně číslo /0 neni celé číslo."
Negace implikace
Uvažujme následující implikaci: A ::::) R
Kdy je tato implikace nepravdivá? To už víme - když:
Výrok Aje pravdivý a současně výrok Bje nepravdivý (neboli platí výrok A a negace
výroku B).
Opět stačí přepsat v řeči symbolů: A A -.B. Správnost můžeme také ověřit tabulkou:
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A 8 -,A -'8 A::::)8 A 1\-,8
1 1 O O 1 O
1 O O 1 O 1
O 1 1 O 1 O
O O 1 1 1 O
Uvažujme výrok:
"Jestliže číslo 1Oje celé číslo, pak číslo lOje reálné číslo."
Jeho negací bude výrok:
"Číslo lOje celé číslo a současně číslo 10 není reálné číslo."
Negace ekvivalence
Aby ekvivalence byla nepravdivá, musí se lišit ohodnocení dílčích výroků. To ale
nedokážeme zachytit tak jednoduchými výroky, jakými jsme se dosud zabývali, a proto
si toto téma ponecháme do příští kapitoly, kde se takovými výroky budeme zabývat.
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Shrnutí
Výrok Negace výroku
A ~A
AI\B -.A v-.B
AvB -.A fl -.B
A~B Afl ~B
Co UŽ bychom měli znát?
• negace logických spojek (především konjunkce, disjunkce a implikace )
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Složitější výroky
Složené výroky nemusí obsahovat jen jedinou spojku, ale mohou být mnohem složitější.
I u takových výroků často potřebujeme odhalit, zda jsou pravdivé či nepravdivé. V této
kapitole si ukážeme, jak na to. Na závěr si předvedeme, že některé logické spojky lze
nahradit kombinací negace a jiných spojek.
Pravdivost složitějších výroků
Už v předchozí kapitole jsme si ukázali použití tabulky pravdivostních hodnot.
U složitějších výroků ji budeme používat jako účinný nástroj ke zjištění pravdivostního
ohodnocení daného výroku. Postup je poměrně jednoduchý:
1. Výrok rozdělíme na co nejjednodušší dílčí výroky spojené logickými spojkami.
2. Jednoduché výroky ohodnotíme.
3. Pro jednotlivá ohodnocení jednoduchých výroků budeme analyzovat pravdivostní
hodnoty o něco složitějších výroků podle spojek, jimiž jsou jednoduché výroky
spoJeny.
4. Ohodnocení podle spojek opakujeme pro stále složitější dílčí výroky, až nakonec
získáme ohodnocení celého složitého výroku.
Uvedený postup nemusí na první pohled vypadat srozumitelně, proto si vše ukážeme na
příkladu, konkrétně na následujícím výroku:
Provedeme bod 1 z postupu, tj. postupně rozdělíme výrok na nejjednodušší dílči výroky.
Náš výrok je vlastně implikace, jejíž "levá strana" je tvořena opět složeným výrokem.
Když tedy výrok podle této implikace rozdělíme, získáme dva jednodušší výroky:
1. ~AA B
2. C
Zatímco druhý výrok je jednoduchý a dále jej dělit nemůžeme, první výrok ještě rozdělit
můžeme - je to totiž konjunkce dvou jednoduchých výroků (přesněji jednoduchého
výroku a negace jiného jednoduchého výroku). Rozdělením této konjunkce získáme další
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dva výroky:
1. -,A
2. B
Tyto výroky již dále dělit nernůžeme , negace u výroku A nám nemusi nahánět strach, s
tou si již snadno poradíme. Máme tedy tři jednoduché výroky: A, BaC. Tyto
jednoduché výroky zaneseme do tabulky pravdivostních hodnot a do jejích řádků
zapíšeme všechny kombinace pravdivostních hodnot jednotlivých výroků:
A B C
1 O 1
1 1 1
1 O O
1 1 O
O O 1
O 1 1
O O O
O 1 O
Nyní do tabulky přidáme negaci výroku A:
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A B C --.A
1 O 1 O
1 1 1 O
1 O O O
1 1 O O
O O 1 1
O 1 1 1
O O O 1
O 1 O 1
Přidáme konjunkci výroků --.A a B. V naší tabulce již máme dost údajů pro její
vyhodnocení (máme zde ohodnocení obou spojovaných výroků):
A B C --.A --.A /\ B
1 O 1 O O
1 1 1 O O
1 O O O O
1 1 O O O
O O 1 1 O
O 1 1 1 1
O O O 1 O
O 1 O 1 1
Nyni můžeme do tabulky přidat celý náš zkoumaný výrok. Jeho ohodnocení bychom již
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měli zvládnout, protože z tabulky můžeme vyčíst, jaká jsou ohodnocení obou stran
implikace , která náš výrok tvoří:
A B C -.A -.AA B (-.A II B) =>
C
1 O 1 O O 1
1 1 1 O O 1
1 O O O O 1
1 1 O O O 1
O O 1 1 O 1
O 1 1 1 1 1
O O O 1 O 1
O 1 O 1 1 O
A máme ohodnocení našeho výroku
pro jednotlivé pravdivostní hodnoty
výroků A, BaC. Vidíme, že náš
výrok je nepravdivý jen v jediném
případě, a to když výrok B bude
pravdivý a současně výroky A a C
budou nepravdivé.
Pozor!!! Pokud chceme využívat
tabulku pravdivostního ohodnocení
pro zjišťování pravdivostní hodnoty
výroku v závislostí na ohodnoceni Tabulka
obsažených jednoduchých výroků, je
nutné uvést v tabulce všechny možné
kombinace pravdivostniho ohodnocení jednoduchých výroků. Bude-li výrok obsahovat
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pouze dva jednoduché výroky A a B, připadají v úvahu čtyři různé možnosti ohodnocení
a tabulka může vypadat například následovně:
A B
1 1
1 O
O 1
O O
V případě tří různých výroků je to již osm různých možností (opravdu žádné dva řádky
nejsou stejné):
A B C
1 O 1
1 I I
1 O O
1 1 O
O O 1
O 1 1
O O O
O 1 O
Vidíme, že počet řádků se zdvojnásobil. To platí i pro další navyšování počtu
jednoduchých výroků, pro čtyři bychom tedy potřebovali 16 řádků, pro pět 32 řádků,
atd. Tato metoda se tedy hodí především pro vyhodnocování složitých výroků, které
obsahují malé množství jednoduchých výroků, je-li jejich počet vyšší, je vyhodnocování
velmi pracné.
Vraťme se k vyhodnocování pravdivosti složitějších výroků a předveďme si postup ještě
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na jiném výroku:
Opět budeme výrok dělit, až se dostaneme k jednoduchým výrokům. "Nejvyšší" spojkou
je v tuto chvíli konjunkce, pomocí níž jsou spojeny dva dílčí výroky v závorkách.
Rozdělíme-li tedy náš výrok, získáme následující dva výroky:
l.A=>B
2. B=> A
Oba tyto dílčí výroky jsou tvořeny jednoduchou implikací, u které již při ohodnocení
základních jednoduchých výroků A a B budeme schopni určit výsledné ohodnocení. Do
tabulky tedy nejdřív zapíšeme všechny kombinace ohodnocení výroků A a B:
A B
1 1
1 O
O 1
O O
Nyní přidáme implikaci A=> B:
A B A=>B
1 1 1
1 O O
O I 1
O O 1
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Dále zapíšeme i druhou implikaci B ~ A (to jsme však také mohli udělat již
v předchozím kroku , protože i její ohodnocení umíme určit na základě znalosti
ohodnocení jednoduchých výroků A a B) :
A B A=>B B=>A
1 1 1 1
I O O I
O I I O
O O 1 I
Teď už chybí jen výsledný výrok. Nezapomeňme, že je to konjunkce dvou výroků, u
nichž již známe jejich ohodnocení. Zapsat ohodnocení výsledného výroku je tedy
jednoduché:
A B A~B B~A (A => B) /\ (8 => A)
I I I 1 I
I O O I O
O I I O O
O O I 1 I
Přidejme pro zajímavost do tabulky ještě ekvivalenci A ~ 8 a zapišme její ohodnocení:
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A B A=>B B=>A (A => 8) f\ (B => A) A~B
1 1 1 1 1 1
1 O O 1 O O
O 1 1 O O O
O O 1 1 1 1
Zjistili jsme, že ekvivalenci dvou výroků lze zapsat také pomocí dvojice implikací
spojených konjunkcí. Ačkoli jsme použili jiné spojky, výsledné pravdivostní ohodnocení
výroku je stejné (už víme, že o dvojici takových výroků říkáme, že jsou ekvivalentní).
Lze také jiné logické spojky nahradit pomocí jiných? Ano, je to možné, dokonce nám pro
výstavbu celé výrokové logiky stačí dvě vhodně zvolené spojky (mezi spojky počítáme i
negaci, je to tzv. unární spojka), např. negace a implikace. Můžeme se podívat, jak
pomocí této dvojice zapsat ostatní spojky:
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Původní výrok Zápis pomocí negace a implikace
AI\B --.(A => ---, B)
AvB --.A => B
A=>B A=>B
A<=:>B --.((A => 8) => --.(B => A))
Je zřejmé, že kdybychom měli k dispozici jen tyto dvě spojky, byl by zápis složených
výroků velmi nepřehledný. Zkuste si jako cvičení ověřit tabulkou, že jsou uvedené
dvojice výroků opravdu ekvivalentní.
Vraťme se ale ještě k řešení pravdivostního ohodnocení složitějších výroků a podívejme
se na tři zajímavé příklady. Prvním z nichje výrok:
(A => 8) => A
Po rozdělení podle "nejvyšší" implikace získáme dva výroky:
1. A::::) B
2. A
A vytvoříme tabulku (tentokrát ji zde rovnou uvedeme kompletní):
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A B A=>B (A => B) => A
1 1 1 1
1 O 1 1
O 1 O 1
O O 1 1
Narazili jsme na zajímavý výrok, z tabulky totiž vyplývá, že ať je ohodnocení
jednoduchých výroků A a B jakékoli, výsledný výrok bude vždy pravdivý.
Výrokové proměnné
Až doposud jsme si pod písmeny A, B, C, ... představovali nějaký jednoduchý výrok.
Když se nad tím zamyslíme, zjistíme, že se pod ními nemusí skrývat jen výrok
jednoduchý, ale i výroky složené , a to jakkoli složité, protože i ty mají své jednoznačné
pravdivostní ohodnocení.
Je také dobré si uvědomit, že např. zápis A => B není de facto výrokem Ci když jsme jej
zde tak nazývali a budeme i dále nazývat), ale je jen jakýmsí vzorem pro výrok. Pravý
výrok se z něj stává, až ve chvílí, kdy víme, jaký konkrétní výrok se schovává pod
písmeny A, B. Tato písmena nazýváme výrokovými proměnnými. Je to podobné jako li
jednoduchých rovnic. V rovnici můžeme mít např. proměnnou x, rovnost se z rovnice
stává až po dosazení správného čísla za x.
Tautologie, obrácená a obměněná implikace
Proč tu teď rozebíráme výrokové proměnné? Abychom se mohli vrátit k výše
uvedenému výroku, pro který platí, že je vždy pravdivý, a mohli si nadefmovat, co je to
tautologie . Tautologie je výrok, který je pro libovolné ohodnocení svých výrokových
proměnných vždy pravdivý. Tento typ výroků je v matematice a matematické logice
velmi důležitý , protože umožňuje odvozovat nové poznatky z poznatků již ověřených.
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Podívejme se ještě na složitější tautologii:
Po rozkladu na dílčí výroky se dostaneme k následující tabulce:
A B -.A -.Av B A=>B (-.A V 8) ~ (A =>
B)
1 1 O 1 1 1
I O O O O I
O I I 1 I I
O O 1 1 I 1
Narazili jsme tedy na ekvivalenci dvou složitějších výroků, která je zároveň tautologií,
tedy je vždy pravdivá. Z toho plyne, že oba spojované výroky jsou ekvivalentní (pro
jakékoli ohodnocení výrokových proměnných), a tedy že jsme našli vyjádření implikace
pomocí negace a disjunkce.
Nyní se podívejme na výrok:
(A => B) ~ (-.B => -.A)
Tabulka pravdivostních hodnot bude vypadat následovně:
50
A B -.A -.B A~B
-.B~ (A ~ B) (::::> (-'B~
-.A -.A)
1 1 O O 1 1 1
1 O O 1 O O 1
O 1 1 O 1 1 1
O O 1 1 1 1 1
Opět se jedná o tautologii. Co je na ní zajímavého? Všimněme si, že je to vlastně
ekvivalence dvou výroků. Už jsme si řekli, že v takovém případě jsou spojované výroky
ekvivalentní. Neboli, máme-li implikaci A ~ B, pak ekvivalentní tvrzení můžeme sdělit
pomocí implikace -.B ~ -.A. Takové implikaci se říká obměněná implikace. Obměněná
implikace je opět velmi důležitým prvkem matematické logiky a náchází mnohá využití.
Je však nutné dávat pozor a nepoplést si ji s obrácenou implikací, což je implikace, u
níž přehodíme levou a pravou stranu. V našem případě by to byla implikace B ~ A. Tato
implikace však není s původní implikací ekvivalentní (to už bychom měli vědet
z kapitoly o logických spojkách)! Často se u matematických pravidel ve tvaru implikace
uvádí upozornění, že obrácená implikace neplatí.
Podívejme se na konkrétní příklad. Použijeme výrok, který jsme již viděli, když jsme si
zaváděli pojem implikace .
"Jestliže v Berouně prší, pak hladina Berounky v Berouně stoupá. "
Obměněná implikace zní takto:
"Jestliže hladina Berounky v Beroune nestoupá, pak v Berouně neprši. "
Obrácenou implikací je ale následující věta:
" Jestl iže hladina Berounky v Berouně stoupá. pak v Berouně prší. "
Zkusme porovnat předchozí tři "berounské" výroky. Prvni je za normálních okolností
pravdivý - pokud do řeky prší, její hladína skutečně (alespoň nepatrně) stoupá (výjimky
způsobené vodohospodářskou regulací apod. pro tuto chvíli zanedbáme). Druhý říká
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v podstatě totéž, jen z "opačné" strany (pokud hladina nestoupá, nemůže do řeky pršet).
To, že tyto výroky říkají v podstatě totéž ale není asi každému na první pohled zřejmé, je
nutné se nad tímto faktem dostatečně zamyslet. Třetí věta však ale nabírá jiný směr -
říká, že pokud stoupá hladina řeky v nějakém místě, pak v tomto místě musí pršet. To
samozřejmě není pravda, často jsou zdrojem povodní v údolí srážky spadlé v horách.
Na závěr tohoto zamyšlení nad implikacemi si ještě v tabulce shrňme rozdíly
v pravdivostním ohodnocení původní, obměněné, obrácené a "obměněné obrácené"
implikace:
A~B --.B ~ -,A B~A -,A => --.B
A B --.A --.B
původni obměněná obrácená obměněná
obrácenáimplikace implikace implikace implikace
1 1 O O 1 1 1 1
1 O O 1 O O 1 1
O 1 1 O 1 1 O O
O O 1 1 1 1 1 1
Negace složitějších výroků
Také u složitých výroků musíme být schopni vytvořit jejich negace. Zatím ale umíme
negovat jen výroky jednoduché popř. výroky s jedinou spojkou. Princip negování
složitějších výroků je trochu podobný jejich vyhodnocování v tabulce pravdivostních
hodnot - opět budeme výrok rozkládat na jednodušší. Postup bude následující:
1. Nalezneme "nejvyšší" spojku výroku.
2. Znegujeme výrok podle prav idla pro negaci této spojky.
3. Pokračujeme s dílčími výroky, je-li nutné je negovat.
Ukažme si postup na následujícim příkladu :
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(A::::>B)A(B::::>A)
"Nejvyšší" spojkou je konjunkce - výrok je tvořen konjunkcí dvou jednodušších výroků
(zde dvou implikací). Připomeňme si, že negací konjunkce A A B je výrok ~A V ~B.
Proveďme podle tohoto pravidla negaci konjunkce v našem výroku. Získáme následující:
~(A::::> B) v ~(B::::> A)
Před oběma implikacemi se objevila negace. Protože však již negaci implikace umíme,
nemělo by tedy být obtížné tuto negaci provést:
Nyní již máme negace jen u výrokových proměnných, což znamená, že negace našeho
výroku je hotova. Pozorně si ale ještě prohlédněme výrok, který jsme negovali. Je to
výrok ekvivalentní k výroku A ~ B. Takže jsme odvodili nejen negaci našeho výroku,
ale zároveň také negaci ekvivalence. Tím jsme splnili předsevzetí, které jsme si dali
v minulé kapitole. To, že jsme opravdu našli negaci, je možné si ověřit tabulkou.
Pro lepší porozumění si ještě ukažme negování složitějších výroků na dalším příkladu:
(A v B) ~ (A ::::> ~B)
Nejdříve znegujeme ekvivalenci (teď už víme, jak její negace vypadá):
Opět můžeme postupovat s negací i u vnitřních výroků, využijeme zde také poznatku, že
dvojitá negace dává původní výrok.
((A v B) A (A A B)) v ((~A A ~B) A (A ::::> ~B))
Negace je hotova, ale výrok vypadá poměrně složitě.Na otázku, zda by jej nebylo možné
zjednodušit, lze jednoduše odpovědět, že ano. A jak to provést? Jsou v podstatě dvě
možnosti - bud' vytvořit tabulku pravdivostního ohodnocení a z ní se pokusit odhadnout
jednodušší ekvivalentní výrok, nebo provést zjednodušení úvahou. My se vydáme právě
touto druhou cestou.
Celý výrok je disjunkcí dvou složených výroků. Podívejme se nyní na první část (levou
stranu) této disjunkce. Aby tato byla pravdivá, musí zároveň platit konjunkce i disjunkce
výroků A a B. Když si vzpomeneme, kdy je pravdivá disjunkce a konjunkce dvou
výroků, zjistíme, že konjunkce je pravdivá pouze v jediném případě, kdy oba spojované
výroky jsou pravdivé. V témže případě je pravdivá i disjunkce. To, že disjunkce může být
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pravdivá i jindy, pro nás v tuto chvíli nemá žádný význam, protože my potřebujeme, aby
byly pravdivé obě. Z toho plyne, že nahradíme-li zmiňovanou levou stranu pouze
konjunkcí, získáme ekvivalentní výrok (opět si můžeme ověřit tabulkou):
(A A B) v ((~A A ~B) A (A ~ ~B))
Druhá část výroku je tvořena opět konjunkcí (tedy opět musí platit obě její strany, aby
byla pravdivá) dvou složených výroků. Uvědomme si, kdy platí výrok -,A 1\ -,B. Je to
pouze v případě, kdy výrok A i výrok B jsou nepravdivé. V takovém případě bude ovšem
implikace A ~ -,B pravdivá. Protože v jiném případě nemůže být výrok -,A 1\ -,B
pravdivý, pak ani celá konjunkce nern ůže být jindy pravdivá. Opět ji tedy můžeme
nahradit pouze její levou stranou:
Výsledný výrok by se dal ještě zjednodušit. Jak? Výrok platí, jestliže výroky A a B jsou
buď oba pravdivé, nebo oba nepravdivé. To je však defmice ekvivalence, tedy výrok
můžeme zapsat jako:
Ukázali jsme si, že složité výroky umíme nejen negovat, ale různě upravovat a
zjednodušovat, což nám může mnohdy výrazně ulehčit práci.
Co UŽ bychom mělimát?
• zpllsob určování pravdivostního ohodnocení složitějších výrokll
• výrokové proměnné
• tautologii
• obměněnou a obrácenou implikaci
• negaci ekvivalence
• princip negace složitějších výrokli
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Kvantíflkátory
Až doposud jsme si u výroků připouštěli jediný neznámý prvek, a to výrokové proměnné.
Říkali jsme si, že tvrzení typu "x < 5" nemůžeme považovat za výrok. V této kapitole si
ukážeme nástroje, které nám umožní i taková tvrzení zpřesnit tak, aby se z nich staly
výroky.
Volné a vázané proměnné
Pokud se v tvrzení objevuje proměnná, u níž nevíme, co za ni dosadit (např. proměnná x
z tvrzení "x < 5"), říkáme jí volná proměnná. Jestliže nám u nějakého tvrzení brání
pouze volné proměnné v tom, abychom jej označili jako výrok, říkáme tomuto tvrzení
výrokový vzorec. Tvrzení "x < 5" je tedy výrokovým vzorcem. Výrokové vzorce sice
nejsou výroky, ale lze je spojovat pomocí logických spojek, dokonce i negovat a vyjde
nám opět výrokový vzorec . Obě tyto činnosti se provádí téměř shodným způsobem jako
u výroků. Značení výrokových vzorců budeme provádět podobně jako u výroků -
velkými písmeny, do závorky ještě přidáme proměnnou, která nám "zabraňuje" v tom,
abychom daný výrokový vzorec označili za výrok. Výrokový vzorec "x < 5" bychom tak
mohli označit A(x). Pokud by se ve výrokovém vzorci takových proměnných objevilo
víc, vypíšeme je do závorky všechny. Výrokový vzorec "x < 5 /\ Y < 5" bychom mohli
označit např. B(x, y).
Pro nás v tuto chvíli ale není důležité, jak se operuje s výrokovými vzorci. Spíše bychom
se měli věnovat způsobu, jak z nich vytvořit "pravé" výroky.
Aby z výrokového vzorce vznikl výrok, musíme z každé volné proměnné vytvořit
vázanou proměnnou. Vázaná proměnná sice stále zůstavá proměnnou, ale je u ní dodán
dostatek informací, aby pro dané tvrzení mělo smysl zabývat se jeho pravdivostí, a tedy
abychom je mohli nazvat výrokem.
Vzpomeňme, co bylo problémem u tvrzení "x < 5" . Nevíme, co za x dosadit. Můžeme za
něj dosadit např. číslo -4, ale také třeba autobus jedoucí po ulici nebo ježka, který právě
dupe pod okny. Nikde není řečeno, co za x dosadit. Co když zkusíme tvrzení upřesnit
tím, že řekneme, že x má být nějaké číslo . Čísel je mnoho druhů, řekněme tedy, že x je
nějaké reálné číslo, což můžeme zapsat např. takto : "x < 5, xEIru."
Nyni již z tvrzení víme, že za x se má dosazovat nějaké reálné číslo. Stal se z něj výrok?
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Ne! Když budeme rozhodovat o jeho pravdivosti, stále nevíme, jaké konkrétní číslo
dosadit. Když dosadíme číslo 7, bude tvrzení nepravdivé, když dosadíme číslo %, bude
pravdivé. Které z těchto dvou čísel si máme vybrat? Nebo máme uvažovat obě? Nebo
snad všechna reálná čísla? Nic takového z tvrzení nezjistíme. Když však přidáme
kvantifikátory, tuto informaci dostaneme.
Rozlišujeme dva typy kvantifikátorů:
I. obecný kvatifikátor (někdy též nazývaný "velký")
2. existenční kvantifikátor (někdy též nazývaný "malý")
Obecný kvantifikátor
Začněme s obecným kvantifikátorem. Jeho značka je \I , čteme jej jako "pro každé .. .".
Pomocí tohoto kvantifikátoru bychom z tvrzen í i,x < 5, xEIR?" mohli vytvořit výrok, který
říká :
"Pro každé reálné číslo x plati, že x < 5."
Pomocí značky kvantifikátoru lze výrok zapsat takto (kvantifik átor píšeme před
výrokový vzorec, do závorky k němu uvádíme proměnnou, jíž se týká - tj. kterou tzv.
váže):
\I(xE~): x < 5
Tentokrát se již skutečně jedná o výrok , který je nepravdivý (existují i reálná čísla větší
než 5 a také číslo 5 je reálné číslo) . Výrok by byl pravdivý pouze v případě, kdy by
uváděná vlastnost (tedy být menší než pět) platila pro každé reálné číslo. Pokud existuje
alespoň jedno reálné číslo, které danou vlastnost nesplňuje, pak je výrok nepravdivý (a
zde je takových čísel dokonce nekonečně mnoho). Pokud se odtrhneme od našeho
příkladu a zobecníme vše, co jsme si o obecném kvantifikátoru řekli, získáme definici
pravdivosti výroku s obecným kvantifik átorem:
Obsahuje-li výrok proměnnou vázanou obecným kvantifikátorem, je pravdivý,
pouze platí-li následující: Pokud za zmíněnou proměnnou do výrokového vzorce
(vzniklého z výroku odebráním kvantifikátoru) dosadíme libovolnou hodnotu, jíž
může tato proměnná nabývat, získáme vždy pravdivý výrok.
Neboli obráceně: Pokud existuje alespoň jedna přípustná hodnota vázané proměnné
(přípustnou hodnotou se myslí hodnota z vhodné množiny - v našem příkladě z množiny
reálných čísel), po jejímž dosazení do výrokového vzorce vznikne nepravdivý výrok, je i
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celý výrok s kvantifik átorem nepravdivý. V našem příkladu tedy stačí najít jediné reálné
číslo , pro nějž vznikne nepravdivý výrok. Budeme-li uvažovat např. číslo 8, pak získáme
výrok ,,8 < 5". A ten je jistě nepravdivý, tedy i celý výrok s kvantifikátorem je
nepravdivý, cožjsme zjistili již dříve pomocí "selského rozumu".
Pokud stále není obecný kvantifikátor jasný, není důvod k panice, o několik odstavců
níže si ukážeme ještě některé příklady. Nejdříve se však podívejme na druhý
z kvantifikátorů .
Existenční kvantifikátor
Značkou existenčního kvantifik átoru je symbol 3 a čteme jej "existuje ... " nebo "existuje
alespoň jedno.. ." . Zatímco obecný kvantifik átor naznačuje, že vlastnost (vztah apod.)
uváděná ve výrokovém vzorci musí platit pro všechny přípustné hodnoty jím vázané
proměnné, exitenční kvatifikátor nám umožňuje říci, že tato vlastnost platí alespoň pro
jednu přípustnou hodnotu. Neboli :
Obsahuje-li výrok proměnnou vázanou existenčním kvantifikátorem, je pravdivý
pouze platí-li následující: Existuje alespoň jedna přípustná hodnota zmíněné
proměnné, po jejímž dosazení do výrokového vzorce (vzniklého z výroku odebráním
kvantifikátoru) získáme pravdivý výrok.
Tedy, má-li být výrok s existenčním kvantifikátorem naopak nepravdivý, nesmí
z výrokového vzorce (vzníklého odebráním kvantifikátoru) vzejít pravdivý výrok pro
žádnou přípustnou hodnotu vázané proměnné. Pokud existuje byť jen jediná hodnota, se
kterou by pravdivý výrok vznikl, bude i celý výrok s kvantifikátorem pravdivý.
Použijme již známý příklad výrokového vzorce, tentokrát však budeme volnou
proměnnou vázat pomocí existenčního kvantifikátoru:
3(xE~): x < 5
Takový výrok bychom mohli přečíst následovně : "Existuje reálné číslo x takové, že je
menší než pět." Je tento výrok pravdivý? Ano, takové číslo totiž určitě existuje,
vezměme třeba číslo 1. To je jistě číslo reálné, takže je to přípustná hodnota proměnné x.
Zároveň je také menší než pět, neboli po jeho dosazení do výrokového vzorce získáme
výrok" 1 < 5", což je samozřejmě výrok pravdivý. Tím jsme splnili defmici pravdivosti
výroku s existenčním kvatifik átorern - tento výrok je pravdivý. Všimněme si, že ze
stejného výrokového vzorce jsme pomocí dvou různých kvantifikátorů vytvořili dva
výroky s odlišnou pravdivostní hodnotou.
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Nyní, než se podíváme na konkrétní příklady, na kterých si kvantifikátory pro lepší
objasnění ukážeme, zbývá uvést několik dodatků. První se týká názvosloví: Procesu
vázání volných proměnných se někdy říká kvantifikování proměnných, vzniká jím
kvantifikovaný výrok. Dále bychom si měli uvědomit, že výrokový vzorec nemusí
obsahovat pouze jedinou volnou proměnnou (např. "x > y"). Obsahuje-Li výrokový
vzorec více volných proměnných, je pro vytvoření výroku nutné kvantifikovat všechny
tyto proměnné (výrok bude obsahovat více kvantifikátoru)!
Příklady výroků s kvantifikátory
Zatím jsme si kvantifikátory ukázali jen na " ryze matematickém" příkladu, avšak ve
skutečnosti je můžeme najít i v jiných tvrzeních. Na následujících řádcích si ukážeme
několik příkladů z obou oblastí:
Škoda 1201
V této větě je
skryt obecný
kvantifikátor,
i když zde není
zapsána jeho
značka. Tento
výrok říká, že ať
vezmeme
v úvahu
libovolný automobil české výroby, vždy bude poháněn spalovacím motorem. Je to
výrok nepravdivý, protože z českých továren již vyjety např. také elektromobily,
pod jejichž kapotou bychom spalovací motor hledali marně.
1. "Pro každý
automobil
vyrobený v České
republice platí,
že jej pohání
spalovací
motor."
2. "Existuje automobil vyrobený v České republice takový , že je poháněný
spalovacím motorem."
Změna kvatifikátoru změnila také význam věty a z té se stal pravdivý výrok.
V této chvíli nám stačí najít jeden automobil české výroby, který bude poháněn
spalovacím motorem, abychom mohli výrok prohlásit za pravdivý. Jeden takový
vidíme na fotografii vpravo.
58
3. "Pro každý trojúhelník ABC s pravým úhlem u vrcholu C platí. že obsah čtverce
nad stranou AB je roven součtu obsahů čtverc ů nad stranami AC a BC"
Uvedené souvětí je vlastně Pythagorova věta, pouze v neobvyklém znění. Je to
tedy pravdivý výrok.
4. "Pro každý pravoúhlý trojúhelník platí, že obsah čtverce nad přeponou je roven
součtu obsahů čtverců nad odvěsnami. "
A zde je Pythagorova věta ve znění již mnohem častějším. Z této formulace však
již není na první pohled zřejmé, co je množina z níž vybíráme hodnoty proměnné
(množina všech pravoúhlých trojúhelníků) ani co je sama proměnná (ta se skrývá
pod souslovím "pravoúhlý trojúhelník"). Opět jde o pravdivý výrok.
5. V(xEIffi): x2 > O
Zápis můžeme přečíst slovy: "Pro každé reálné číslo x platí, že druhá mocnina x
je větší než nula." Výrok je nepravdivý, pokud bychom za x dosadili nulu (což je
reálné číslo), nebude tvrzení platit. Kdyby zde však byla použita neostrá
nerovnost, výrok by byl pravdivý.
6. V(xEN): (x + x)EN 1\ (x . x)EN
Toto je ukázka kvantifikování složitějšího výrokového vzorce složeného ze dvou
pomocí konjunkce . Výrok je pravdivý, říká, že součet i součin přirozeného čísla se
sebou samým je opět přirozeným číslem, což samozřejměplatí.
7. "Pro každé racionální číslo platí, že jej lze zapsat zlomkem."
Pravdivost tohoto výroku vychází přímo z toho, jak se racionální čísla defmují (je
tedy pravdivý) . Věta nám na první pohled přesně neříká, co je vlastně proměnná a
co množina, z níž máme hodnoty proměnné vybírat. V následujícím příkladě se to
však vysvětlí.
8. "Pro každé x z množiny racionálních čísel platí, že existuje dvojice čísel p
z množiny celých čísel a q z množiny přirozených čísel tak, že číslo x lze zapsat
jako podíl pa s"
V této větě je již zřejmé, co je proměnnou a co množinou hodnot, jichž může
proměnná nabývat, přesto zůstává otázkou, která z formulací je srozumitelnější. ..
9. V(xEIFR) 3(yEIFR): x +y = 10
"Pro každé reálné číslo x existuje reálné číslo y takové, že součet x a y je roven
deseti." Tento výrok je pravdivý, opravdu ke každému reálnému číslu můžeme
najít takové reálné číslo tak, aby jejich součet byl deset. Jak už jsme si řekli,
v jednom výroku může být více kvantifikovanych proměnných.Musíme si ale dát
pozor na pořadí kvantifikátorů. Jejich prohození může změnit význam výroku.
10. 3(yEiffi) V(xEiffi): x + y = 10
"Existuje reálné číslo y tak, že pro všechna reálná čísla x plati, že součet x a y je
deset." Takový výrok je samozřejmě nepravdivý, protože neexistuje číslo,
59
ke kterému by bylo možné cokoli přičítat a vycházelo by stále číslo deset. Změna
v pořadí kvantifikátorů zde zřejmě sehrála důležitou roli.
V příkladech 9 a 10 jsme narazili na zajímavý problém záměny kvantifikátorůu výroků
s více kvantifikovanými proměnnými. Je možné někdy měnit pořadí kvantifikátorů?
Pokud je ve výroku více kvantifikovaných proměnných, můžeme měnit pořadí
kvantifikátorů s proměnnými před výrokovým vzorcem pouze v případě, že
kvantifikátory jsou stejného typu a následují těsně za sebou, popř. jsou-li mezi nimi další
kvantifikátory také téhož typu. Vostatních případech by došlo ke změně významu
výroku (a tím často také ke změně jeho pravdivostní hodnoty)! To jsme si ukázalí právě
na příkladech 9 a 10. Nyní si ještě ukažme příklad situace, kdy kvantifikátory můžeme
zaměnit. Oba následující výroky mají stejné pravdivostní ohodnocení (a také stejný
význam).
V(yE~) V(xE~) : x + y = 10
V(xEIR) V(yEIR): x + y = 10
Připomeňme na zaver, že jelikož se po kvantifikování volných proměnných
z výrokového vzorce stane výrok, můžeme s ním nakládat jako s jakýmkoli jiným
výrokem, tj . spojovat jej logickými spojkami s jinými výroky, negovat, apod.
Negace kvantifikovaných výroků
Na negace výroků s kvatifikátory jsme již trochu narazili ve chvíli, kdy jsme si
kvantifikátory zaváděli a říkali si, za jakých podmínek kvantifikovaný výrok platí a kdy
naopak neplatí. Přesto se na ně podívejme přesněji.
Nejprve si ukažme negaci výroku s obecným kvantifikátorem, Označíme-li výrokový
vzorec A(x) a proměnnou x budeme vybírat z množiny označenéM, můžeme psát:
V(xEM): A(x)
Tento symbolický zápis označuje, že pro každé x z množiny M platí vztah uvedený ve
výrokovém vzorci A(x). V podstatě označuje zápis libovolného výroku s obecným
kvantifikátorem. My jej využijeme k snadnému zápisu negace takového výroku.
Obecný kvantifikátor nám říká, že A(x) platí pro všechny hodnoty proměnné x. Jak z něj
utvoříme negaci? K tomu, aby výrok nebyl pravdivý, stačí, abychom nalezli jednu
hodnotu dané proměnné, která po dosazení do výrokového vzorce způsobí vznik
nepravdivého výroku. Neboli, musí existovat hodnota proměnné, pro níž vznikne
pravdivý výrok z negace výrokového vzorce. Předchozí věta zapsaná symbolicky je na
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následujícím řádku:
3(XEM): ~A(x)
Ukažme si tento poznatek opět na konkrétním příkladu - uvažujme výrok:
"Pro každé přirozené číslo x plati, že je dělitelné sedmi."
Toto je samozřejměnepravdivý výrok, jeho negaci lze formulovat následovně:
" Existuje přirozené číslo x takové, že neni dělitelné sedmi."
Přejděme k negaci výroků s existenčním kvantifikátorem. Použijeme opět symbolický
zápis:
3(XEM): A(x)
Pak existenčníkvantifikátor říká, že existuje alespoň jedna hodnota proměnné x taková,
že z A(x) po jejím dosazením vznikne pravdivý výrok. Chceme-li výrok znegovat,
musíme říci, že žádná taková hodnota neexistuje. To můžeme formulovat také tak, že pro
všechny hodnoty proměnné x vznikne z A(x) nepravdivý výrok, neboli že pro všechny
hodnoty, kterých x může nabývat, bude vždy platit negace A(x):
V(xEM): -'A(x)
Můžeme opět uvést příklad:
" Existuje přirozené číslo x takové, že je dělitelnédvěma."
Negaci tohoto pravdivého výroku můžeme zapsat takto :
"Pro každé prirozen éčíslo x plati, že neni dělitelné dvěma."
Negace výroků s větším počtem kvantifIkátorů
Pokud je před výrokovým vzorcem více kvantifikátorů, změníme při negování všechny
tyto kvantifik átory na opačné a potom provedeme negaci výrokového vzorce. Pokud je
výrok složen z více kvantifikovaných výroků, postupujeme při negaci opět stejně jako
dříve - výrok rozdělíme podle spojky na dva jednodušší, znegujeme spojku a podle
výsledku negace spojky upravujeme dílčí výroky.
Uvažujme následující výrok:
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V(xEM) 3(yEN): [(A(x, y) => B(x» 1\ V(zEK): (C(x, y, z) v D(x, z)]
Na tomto výroku si ukážeme postup negace složitějších výroků s kvantifikátory, Nejprve
znegujeme kvantifik átory u proměnných x a y:
3(xEM) v(yEN): -'[(A(x, y) => 8(x)) 1\ V(zEK): (C(x, y, z) V D(x, z»]
Kvantifikátory jsou prozatím znegovány, nejvyšší spojkou je nyní konjunkce, znegujeme
tedy ji :
3(xEM) v(yEN): [-'(A(x, y) => 8(x)) v -'V(zEK): (C(x, y, z) v D(x, z)]
Dále znegujeme implikaci a kvantifik átor u proměnné z:
3(xEM) V(yEN): [(A(x, y) 1\ -'B(x)) V 3(zEK): -'(C(x, y, z) V D(x, z))]
A negaci dokončíme znegováním disjunkce:
3(xEM) v(yEN): [(A(x, y) 1\ -'8(x)) v 3(zEK): (-'C(x, y, z) 1\ -'D(x, z))]
Na závěr této kapitoly si ještě řekneme, že existuje také způsob, jakým se v matematice
zapisuje, že existuje právě jeden prvek dané množiny, který splňuje určitou vlastnost.
Používají se pro to slova "právě jeden" a značí se vykřičníkem (společně s existenčním
kvantifikátorem). Chceme-li např. zapsat, že existuje jen a pouze jedno přirozené číslo
menší než dvě, můžeme tak učinit takto :
3!(xEN): x < 2
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Shrnutí
Název Značení Čteníkvantifikátoru Negace
Obecný \:;f "Pro ~[\:;f(xEM):A(x)] <=> 3(xEM): -'A(x)kvantifikátor každé ... s c
Existenční
kvantifikátor 3 "Existuje ... cc ~[3(xEM): A(x)] ~ V(xEM): ---A(x)
Co UŽ bychom měli znát?
• volné a vázané proměnné
• obecný kvantifikátor
• existenční kvantifIkátor
• negace výrokÚ s kvantifikátorem
• negace výrokÚ s větším počtem kvantifikátoru
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Množiny
Připomenutía způsob zápisu
V této kapitole se budeme věnovat prác i s množinami, ukážeme si, jaké s nimi lze
provádět operace a také jak je můžeme využít k řešení mnoha úloh. Dále bychom si měli
ukázat souvislost mezi množinovými operacemi a operacemi s výroky. Nebudeme však
pojem množiny zavádět, ten by nám měl být znám již z dřívějška.
Připomeňme však přesto několik drobností, souvisejících především se značením. Předně
je nutné si uvědomit, že množina je souborem prvků a také že prvkem množiny může být
nejen číslo, ale naprosto cokoliv včetně dalších množin. Nezapomeňme na to, že množina
nernůže obsahovat dva identické prvky, ale daný prvek bud' obsahuje (je jejím prvkem)
nebo neobsahuje. Pro značení množin budeme používat velká písmena. Na těchto
stránkách však i přesto snadno odlišíme výrok od množiny označené stejným písmenem
(např. A) - množinu označíme A, zatimco výrok A.
Už v minulé kapitole jsme také použili značení pro některé speciální množiny. Je to
především množina všech přirozených čísel ~, celých čísel 1L, racionálních čísel ťQl a
reálných čísel IR.
Chceme-li zapsat, že nějaký prvek x patří do množiny M, VYUZIJeme značku E a
zapíšeme tento fakt jako "x E M". Pokud naopak nějaký prvek y do množiny M
nenáleží, můžeme použít zápis "y fl. M" .
Často se také používá grafické znázornění množin, které umožňuje objasnění některých
vztahů a pojmů . Obvykle množinu znázorňujeme jako kruh (bud' vybarvíme celou jeho
plochu nebo ho jen naznačíme zakreslenim kružnice, která ho ohraničuje). To, že
množiny mají některé prvky společné, zakreslíme tak, že se množiny patřičným
způsobem překrývají. Pokud chceme naznačit, že nějaký prvek patří do dané množiny,
zakreslíme ho jako bod uvnitř kruhu (viz následující obrázky), atd.
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xE M
Chceme-li zapsat informaci o tom, jaké prvky množina obsahuje, můžeme použít výčet
nebo zápis pomocí charakteristické vlastnosti. Má-li být množina M množinou
přirozených čísel od jedné do pěti, zapis pomocí výčtu bude M= {I, 2, 3, 4, 5}. Množina
H, která obsahuje všechna reálná čísla větší než pět, může být pomocí charakteristické
vlastnosti zadána: H = {x E ~; x > 5}.
Někdy je vhodné umět zapsat počet prvků v dané množině (neboli mohutnost množiny).
Některé mohou obsahovat i nekonečně mnoho prvků. Jak tedy zapíšeme, že např.
množina M obsahuje pět prvku (neboli má mohutnost 5)? Učiníme tak pomocí dvou
svislých čar - "IMI = 5".
Prázdná množina neobsahuje žádný prvek (má mohutnost O), sama však může být
prvkem nějaké jiné množiny. Pozor - množina obsahující prázdnou množinu není
prázdná! Pro práznou množinu se používají dva zápisy - buď {} nebo 0.
Inkluze a rovnost množin
Je-li každý prvek nějaké množiny H zároveň prvkem nějaké množiny M (která však
muže obsahovat i další prvky), pak říkáme, že množina H je podmnožinou množiny M.
Máme-li např. množinu M = {l, 2, 3, 4, 5, 6} a množinu H = {l, 3, 4, 5}, můžeme říci,
že množina H je podmožinou množiny M. Tuto informaci můžeme zapsat pomocí
symbolu ~ takto: "H ~ M". Je dobré si uvědomit, že každá (i prázdná) množina je
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podmnožinou sebe sama a také že prázdná množina je podmnožinou každé množiny.
Vztah "být podmnožinou" se nazývá inkluze.
H~M
Pomocí inkluze se obvykle také zavádí rovnost množin, která se značí obvyklou
značkou"=". Rovnost zavádíme jako tzv. oboustrannou inkluzi, neboli máme-li množiny
A a B, jsou si tyto množiny rovny právě tehdy , když platí A ~ B a současně B ~ A, což
můžeme zapsat i pomocí výrokové symboliky: A = B ~ [A ~ B tl B ~ A], Takto
zavedená rovnost odpovídá intuitivní představě rovnosti množin - množiny jsou si rovny,
pokud obsahují právě tytéž prvky. Pokud bychom chtěli rovnost množin graficky, kruhy
reprezentující tyto dvě množiny by se přesně překrývaly.
Protože jsme si již nadefmovali rovnost množin, můžeme si říci, že někdy rozlišujeme
ostrou a neostrou inkluzi. Platí mezi nimi vztah podobný ostré a neostré nerovnosti,
Neostrá inkluze je právě ten vztah, který jsme si o odstavec výše nadefinovali jako
inkluzi. Ostrá inkluze také říká, že množina je podmnožinou nějaké množiny, ale navíc
přidává, že si tyto dvě množiny nejsou rovny. Neostrá inkluze tedy rovnost připouští,
ostrá nikoli. Chceme-li zapsat ostrou inkluzi, použijeme místo značky ~ značku c.
U ostré inkluze hovoříme o vlastní podmnožině, u neostré o nevlastní podmnožině.
Máme-li množiny A = {l, 2,3 ,4,5, 6}, B = {l, 2,3 ,4,5, 6} a C = {I, 2, 3, 4}. Pak
všechna tato tvrzení platí: A ~ B, B ~ A, C ~ A, C ~ B, A= B, CcA a C c B.
Naopak, např. tvrzení B cCa A c C pravdivá nejsou.
V předcházejících odstavcích jsme si stru čně shrnuli, co už bychom měli o množinách
vědět, a ukázali, jaké značení budeme používat. Nyní začněme se zavedením
množinových operací - doplňku, rozdílu, sjednocení a průniku.
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Doplněk množiny
Mějme dvě množiny A a B, kde navíc platí B~ A. V takové situaci zavádíme pojem
doplněkmnožiny.
Je-li B ~ A, pak doplňkem množiny B vzhledem k množině A je množina, která
obsahuje všechny prvky zA, které zároveň nejsou v B.
Doplněk množiny B vzhledem k množině A budeme značit B'A. Pokud je z předchozího
kontextu jasné, k jaké množině je doplněk vztažen, můžeme psát zkráceně B'. Je asi také
zřejmé , že doplněk není komutativní, neboli když zaměníme pozice množin A a B,
nedostaneme stejný výsledek (nejen to, dokonce pak většinou není možné o doplňku
mluvit, protože je porušena podminka inkluze). Graficky si můžeme doplněk znázornit
následovně (doplněk je vyznačen šrafováním):
A
B
Řekli jsme si, že doplněk je také množina, zavedli jsme si tedy operaci, která nám
umožňuje definovat novou množinu ze dvou již známých množin. Nesmíme však
zapomenout na podminku, že množina , jejíž určujeme doplněk, musí být podmnožinou
množiny, vzhledem ke které se doplněk tvoří! Nyní si ukažme několik příkladů na
konkrétních množinách:
1. Budeme-li za A považovat množinu všech trojúhelníků v nějaké dané rovině a
množina B bude množina všech ostroúhlých trojúhelníků tamtéž, pak množina B'A
bude množina všech tupoúhlých a pravoúhlých trojúhelníků v dané rovině -
z množiny A totiž odebereme všechny prvky obsažené zároveň v její podmnožině
B (tedy všechny ostroúhlé trojúhelníky) .
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2. Mějme množiny A = {1, 2, 3,4,5, 6} a B = {1, 3, 6}. Pak Je množina
B'A= {2, 4, 5}.
3. Jsou dány množiny C = {x E N; x > 5} a D = {6, 7}. Pak Je množina
D'e = {x E N; x > 7}.
4. Říkali jsme si, že množina je sama sobě podmnožinou. Máme-li množinu M, pak
M'M=0.
Pokud použijeme obrazné vyjadřování, můžeme říci, že doplněk množiny B vzhledem
k množině A je právě ten "zbytek" množiny A, který zbyde po "odstřižení" její
podmnožiny B.
Rozdíl množin
U doplňku množin jsme byli velmi omezeni podmínkou, kdy jedna množina musela být
podmnožinou druhé. Nyní si ukážeme operaci, která je doplňku podobná, avšak toto
omezení nemá. Rozdíl množin totiž "ukousne" zjedné množiny to, co má společné
s množinou druhou. Rozdíl množin A a B budeme značitA - B a jeho defmice je:
Rozdíl množin A a B, který značíme A - B, je množina, která obsahuj e všechny
prvky množiny A s výjimkou těch, jež jsou zároveňprvky množiny B.
Což můžeme říci také jinak: Chceme-li vytvořitmnožinu A - B, pak stačí vzít množinu A
a vyjmout z ní prvky, které má společné s množinou B. I zde je zřejmé , že ani rozdíl není
komutativní. Grafické znázornění rozdílu může vypadat např. takto:
A
A-S
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S-A
B
I rozdíl množin si samozřejmě ukážeme na konkrétních příkladech, měli bychom také
poukázat na některé speciální případy:
1. Mějme množiny A = {I, 2, 3, 4,5, 6} a B = {l, 3, 6, 8}. Pak je množina
A-B={2,4,5}.
2. Jsou-li množiny C = N
C-D={1,2,3,4,5}.
a D = {x E N; x > S}. Pak Je množina
3. Zkusíme-li provést rozdíl množiny se sebou , získáme prázdnou množinu:
M-M=0.
4. Jak dopadne rozdíl u dvou množin, které nemají žádné společné prvky? Výsledkem
bude původní množina, od které "odečítáme", protože z ní podle defmice rozdílu
odebereme všechny prvky, které jsou současně v druhé množině, a těch je nula.
Tedy např. bude-li A = Na B = {O, -1, -2, -3}, pak A - B = A = N.
5. Pokud nastane situace, kdy jedna množina je podmnožinou druhé, mohou nastat
dva případy podle toho, jaké pořadí množin zvolíme v rozdílu. Budeme mít dvě
množiny C a O, pro něž platí Cf; D. Pak C - 0= 0, protože z C odebereme
všechny její prvky (všechny totiž patří i do množiny O). Opačný rozdíl je také
zajímavý: 0- C = Co. V tomto speciálním případě se tedy rozdíl chová stejně
jako doplněk (z množiny O totiž odebereme všechny její prvky, které jsou zároveň
prvky množiny C).
6. Pro libovolnou množinu M také platí: M - 0 = M. Prázdná množina neobsahuje
žádné prvky, proto nemůže mít žádné prvky společné s množinou M, a tak
výsledkem takového rozdílu musí být opět množina M.
Obrazně opět můžeme hovořit o "odstřihnutí" části množiny, a to konkrétně té části,
kterou má společnou s množinou, jíž "odečítáme".
Sjednocení množin
Další operace, kterou si ukážeme , slouží ke "spojení" dvou množin. Tato operace se
jmenuje sjednocení a značíme ji "u". De finice je následující :
Množina A U B obsahuje jen a pouze takové prvky, které patří alespoň do jedné
z množin A a B.
Sjednocením dvou množin tedy získáme množinu, která obsahuje všechny prvky z obou
těchto množin. Zkrátka "sesypeme" obě množiny do jedné, nesmíme však zapomenout,
že množina nernů že obsahovat více exemplářů stejného prvku (pokud je tedy nějaký
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prvek v obou množinách, v jejich sjednocení bude pouze jednou)!
Grafické znázornění sjednocení množin je následující :
A
B
AuB
Nyní se opět podívejme na několik konkrétních příkladů sjednocení:
1. Uvažujme nějakou třídu 1.A. Nechť množinou Ch je množina všech chlapců z této
třídy a množinou O je množina všech dívek z téže třídy. Pak množina O u Ch je
množina všech studentů a studentek třídy I .A.
B = 0. Pak je množina
pro jakoukoli množinu M je
2. Mějme množiny A = {l, 2,3,4,5, 6} a B = {3, 6,8, 9}. Pak je
AuB= {l,2,3,4,5,6,8,9} .
3. Mějme množiny A = {I, 2,3,4,5, 6} a
A u B = {I, 2,3,4,5, 6}. Platí to i obecně,
Mu0= M.
množina
4. Předchozí příklad můžeme ještě více zobecnit. Uvažujme množiny C a O, pro něž
platí C f; D. Pak C u 0= D. Tedy sjednocením množiny a její podmnožiny je
vždy původní množina.
5. Stejně tak získáme původní množinu, pokud ji sjednotíme se sebou samou:
MuM= M.
Jak je to s komutativitou sjednocení množin? Zjeho defmice plyne, že tato operace je
komutativní, sléváme prvky z obou množin do jedné a nezáleží nám na tom, kterou
začneme. Zkráceně můžeme zapsat tento poznatek následovně: Pro každé dvě množiny
A a B platí, že A U B = B U A.
70
Průnikmnožin
Poslední operací, kterou si ukážeme, je průnik množin. Tato operace nám umožňuje
ukázat, co mají množiny společné. Budeme ji značit symbolem, který připomíná
horizontálněpřevrácený symbol pro sjednocení, tj. "n".
Průnik množin A a B, který značíme A n B, je množina všech prvků, které jsou
obsaženy v množině A a současně i v množině B.
Průnikem dvou množin získáme množinu, která obsahuje jen ty prvky, které jsou pro
dané dvě množiny společné. V grafickém znázornění zohledníme to, že společné prvky
mají být naznačenypřekrytímkruhů, jež symbolizují množiny:
AnB
Jestliže dvě množiny nemají žádné společné prvky, neboli jejich průnikem je prázdná
množina, pak o těchto množinách říkáme, že jsou disjunktní. Je to velmi důležitá
vlastnost dvojice množin, protože je z ní možné odvodit mnoho dalších poznatků, Platí
například, že mohutnost sjednocení dvou disjunktních konečných množin je součtem
mohutností sjednocovaných množin. Chceme-li naznačit opačnou situaci - tedy že
množiny mají nějaké společné prvky - používáme často spojení, že množiny mají
neprázdný průnik.
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Disjunktní množiny
K dobrému pochopení operace průniku si opět ještě můžeme pomoci ukázkou několika
příkladů:
1. Uvažujme nějakou kuchyňskou skříňku s nádobím. Řekněme, že množina A je
množina všech hrnečků ve skříňce , množinou B je pak množina všeho skleněného
nádobí ve skříňce. Množina A n B je pak množina všech skleněných hrnečku ve
skříňce . Pokud v ní žádné skleněné hrnečky nejsou, jsou množiny A a B disjunktní.
2. Mějme množiny A= {1,2,3,4,5,6} a B= {3,6,8,9}.PakAn B= {3,6}.
3. A= {-1,2,3,4,5,6} aB=Q.PakAn B= {-1 ,2,3,4,5,6} =A.
4. Mějme množiny A = {I, 2, 3, 6} a B = 0. Pak A n B = 0. Prázdná množina totiž
neobsahuje vůbec žádné prvky, a tak nemůže mít s jinou množinou nějaký
společný prvek.
5. Předchozí příklad lze zobecnit na průnik libovolné množiny a prázdné množiny.
Ten je totiž v takovém případě vždy prázdný. Neboli, pro libovolnou množinu A
platí : A n 0 = 0.
6. Podobně se můžeme zamyslet nad tím, jak je to s průnikem množiny a její
podmnožiny. Tím bude právě ona podmnožina - tedy: Je-li A ~ B, pak A n B = A.
7_ Průnikem libovolné množiny se sebou samou je opět sama tato množina, množiny
zúčastněné v tomto průniku mají společné právě všechny prvky : M n M = M.
Je zřejmé , že tato operace je komutativní. Vybíráme totiž prvky společné pro obě
množiny a je lhostejné , u které začneme. Pro libovolné dvě množiny A a B platí:
AnB=BnA.
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Vennovy diagramy
Dříve než se pustíme do složitějších operací s mnozmami, seznamime se s nástrojem,
který nám umožní si mnoho poznatk ů jednoduše ukázat pomocí grafického znázornění.
My už jsme jedno grafické znázornění používali, avšak toto znázornění má své
nevýhody. Především je nepříjemné to, že toto zobrazení může vypadat různě pro různé
situace v závislosti na konkrétních množinách (podívejme se na rozdll mezi zobrazenún,
kdy jedna množina je podmnožinou druhé anebo když jsme zachycovali disjunktnost
množin). Nyní bychom však potřebovali odvozovat obecné vztahy mezi množinami
a k tomu je nutné použít schéma, kterým bude možné zachytit všechny vztahy mezi
množinami. A právě to umožňují Vennovy diagramy, které představil v 19. století
anglický vědec a kněz John Venn.
Vennův diagram umožňuje zaznamenat libovolný konečný počet množin tak, že rovnou
zachytíme všechny přípustné možnosti rozložení prvků a můžeme tak na stejném
diagramu modelovat různé situace . My budeme nejčastěji používat Vennův diagram pro
dvě nebo pro tři množiny, pro velké počty množin jsou tyto diagramy již poměrně
nepřehledné.
Ve Vennových diagramech se množiny zachycují jako část roviny ohraničená uzavřenou
křivkou, v jednoduchých případech stačí kruh (tedy část roviny ohraničená kružnicí).
Někdy se však používají i složitější tvary. Vennův diagram pro dvě množiny je vidět na
následujícím obrázku:
Vennův diagram pro dvě množiny A a B
Dříve než si začneme ukazovat, jak na tomto diagramu vypadají jednotlivé situace a
operace, bychom si měli říci, že obvykle při práci s množinami uvažujeme jen určitou
skupinu prvku. Pokud např. vyjadřujeme nějaké operace s reálnými čísly pomocí množin,
budeme v těchto množinách pracovat jen s reálnými čísly a prvky jako skleněný hrneček
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z nějaké skříňky nebo lachtan z liberecké ZOO jsou nám v takové situaci lhostejné.
Obvykle tedy při konkr étní práci s množinami uvažujeme nějakou základní množinu
(universum), ze které budeme prvky vybírat a množiny, s nimiž pracujeme, jsou potom
jejími podmnožinami. V našem příkladu s reálnými čísly by touto základní množinou byla
právě množina všech reálných čísel lit Nejčastěji však budeme základní množinu značit
U. Ve Vennově diagramu tuto množinu obvykle naznačujeme jako obdélník, uvnitř
něhož jsou jednotlivé množiny - ukažme si předchozí Vennův diagram doplněný o
základní množinu U:
Venn ův diagram pro dvě množiny A a B se základní množinou U
Nyni , když máme zavedenu základní množinu, můžeme některé vztahy a operace mezi
množinami doplnit symbolickým zápisem, abychom si ukázali použití symbolů, jako jsou
kvantifikátory nebo logické spojky, i pro ú čely této kapitoly. První takový zápis najdeme
níže u následujícího obrázku (i další tyto zápisy nalezneme u popisků obrázků). Tento
obrázek ukazuje, jak Vennovým diagramem zachytit fakt, že množina je podmnožinou
jiné množiny, konkrétně situaci, kdy B ~ A:
B ~ A {::::} [V(xEU): xEB ~ xEA]
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Podobně také zachytíme to, že množiny jsou disjunktní:
AnB=0
Pozor, toto grafické znázornění ne říká , že množina obsahuje prázdnou množinu, ale
pouze naznačuje, že daná "část množiny" je prázdná (neobsahuje žádné prvky). Můžeme
takto pomocí jediného diagramu znázornit různé situace mezi množinami.
Kdybychom chtěli naznačit, že např. do průniku množin náleží číslo 5, vyznačíme jej
jako bod v patřičném kruhu:
5 E (A r B)
Množinové operace ve Vennových diagramech
Do Vennova diagramu můžeme také snadno zaznamenat množinové operace, které jsme
si výše ukázali. Začněme například průnikem. V následujícím diagramu je zelenou
barvou vyznačena množina, která je průnikem množin A a B.
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A n B = {xEU ; xEA;\ xEB}
Operace sjednocení a rozdílu následují na dalších obrázcích:
A u B = {xEU; xEA vxEB}
A - B = {xEU; xEA 1\x~B}
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B-A={xEU; xllA!\xEB}
Chybí ještě doplněk. Mohli bychom si ukázat doplněk množiny B vzhledem k A (resp.
množiny A vzhledem k B), samozřejmě za patřičného předpokladu B ~ A (resp. A ~ B).
Diagramy pro tyto situace by vypadaly stejně jako diagramy zachycující rozdíl množin
(vzpomeňme si, že platí-li B ~ A, pak A - B = BlA).
Máme-li však zvolenou základní množinu, často se provádí doplněk vzhledem k této
základní množině. V takové situaci obvykle nezapisujeme, že doplněk děláme vzhledem
k základní množině, ale např. doplněk množiny A značíme A'.
A' = {xEU; xllA}
Grafické znázornění množinových operací vypadá ve Vennových diagramech podobně
jako na obrázcích, které jsme si ukazovali přímo u zavádění těchto operací. Zatím jsme si
tedy v podstatě neukázali, v čem tkví hlavní výhody Vennových diagramů. Jejich
univerzálnost, která nám pomůže si uvědomit, jaké situace mohou mezi množinami
nastat, se však brzy projeví, začneme-li provádět složitější operace.
Zatím jsme s množinami prováděli pouze jednoduché operace. Zkusme je nyní
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zkombinovat. Abychom však nemuseli psát velká množství závorek, dohodněme se,
jakou budou mít jednotlivé operace prioritu (stejně jako u čísel víme, že násobení má
přednost před sčítáním). Uvažujme např. množinu A u B'. V tuto chvíli neumíme říci, zda
tento zápis znamená sjednocení množiny A s doplňkem množiny B anebo zda se jedná o
doplněk sjednocení množin A a B. Dohodněme se, že doplněk má vyšší prioritu než
ostatní operace. Uvedený zápis tedy znamená sjednocení množiny A s doplňkem
množiny B, druhou zmiňovanou variantu bychom zapsali s pomocí závorek takto:
(Au B)'.
Uvažujme tedy množinu A u B' za předpokladu, že základní množina U = N,
A = {4, 5, 6, 7, 8} a B = {I, 2, 3, 4}. Nyní zkusme s pomocí Vennova diagramu vyřešit,
jak vlastně množina A u B' vypadá. Postup bude podobný, jako když jsme vyšetřovali
pravdivostní ohodnocení složených výroků. Půjdeme postupně, dokud nezískáme
informaci o celé vyšetřované množině. V našem příkladu začneme doplňkemmnožiny B.
Ten potřebujeme znát, abychom jej mohli sjednotit s množinou A. Dokud nevíme, jak
tento doplněk vypadá, nemůžeme sjednocení provádět. Zakresleme tedy do Vennova
diagramu množinu B' :
B'
Nyní do diagramu zachytíme sjednocení s množinou A. K tomu stačí pouhé vyšrafování
množiny A (druhou sjednocovanou množinu jsme vybarvili v předchozím kroku):
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AuB '
Z tohoto obrázku již snadno odvodíme, jaké prvky patří do množiny A U B'. Jsou to
právě prvky obsažené v množině reprezentované tou částí diagramu, která je zelená nebo
šrafovaná. Vidíme, že takto vyznačená je většina diagramu. Proto bude možná vhodné
spíše říci, které prvky do A U S I nepatří. To je z diagramu zřejmé, jsou to právě ty prvky
množiny S, které zároveň nejsou prvky množiny A. To jsou prvky 1, 2, 3. Všechny
ostatní prvky do množiny AU S' patří . Teď už můžeme zapsat, jaké prvky vyšetřovaná
množina obsahuje: A U B' = {x E ~ ; x > 3} .
Předchozí příklad jsme samozřejmě mohli řešit i bez využití Vennových diagramů a to
stejným způsobem (opět bychom si museli uvědomit, jaké jsou prvky množiny S' a jak
dále vypadá ono sjednocení) , avšak připravili bychom se o názorný obrázek. Ještě
důležitější pro nás tyto diagramy budou, pustíme-ti se do složitějších úloh a pokusíme se
např. ukázat, že dvě různé kombinace množinových operací ústí v tutéž množinu.
De Morganovy vzorce
Tyto vzorce jsou pojmenovány po britském matematikovi Augustu De Morganovi, jenž
v 19. století zformuloval mnoho logických pravidel a zákonů. Ukažme si, jak vypadají
tyto vzorce pro dvě množiny :
1. (AUB)'=A'(IB'
2. (A rl B)' = A' U B'
Platí tyto vzorce opravdu pro všechny množiny? Tomu sice můžeme věřit, ale nejlepší je
si to ověřit. Zkusme k tomu využít Vennovy diagramy. Ty nám totiž umožňují pracovat
s množinami obecně. Začneme s prvním vzorcem, zakreslíme do diagramu nejdříve jeho
levou a poté i pravou stranu. Levá strana prvního vzorce je doplněk sjednocení množin.
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Nejdříve tedy zakreslíme sjednocení množin a potom provedeme jeho doplněk:
AuB
CA U B)'
Teď už víme, jaká množina se skrývá pod zápisem na levé straně rovnosti v prvním
vzorci. Nyní se podívejme na jeho pravou stranu, tj. na množinu A I (I B'. Je to průnik
doplňků, musíme tedy nejdříve najít doplňky a pak provést jejich průnik. V následujícím
diagramu je žlutě označen doplněk množiny A, šrafováním je vyznačen doplněk množiny
B.
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Množiny A' a B'
Co je průnikem těchto dvou doplňků je zřejmé - je to ta část diagramu, která je
podbarvena žlutě a zároveň je šrafovaná. Označme tuto část zeleně a podívejme se, zda
se shoduje s tím, co jsme si namalovali výše u množiny (A U B)':
A' n Br
Diagramy jsou stejné , rovnost (A U B)' = A' n B' platí. Bez Vennových diagramů
bychom tento vztah obecně dokazovali složitěji. Zkusme ještě ověřit platnost druhého
vzorce, tj. (A n B)' = A' U B'. Levá strana rovnosti je tentokrát doplňkem průniku -
zakreslíme nejdříve průnik a poté jeho doplněk:
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AnB
CA n B)'
Levá strana je znázorněna, podívejme se na tu pravou. Pravá strana je sjednocením
doplňků. Doplňky množin A a B jsme si již do diagramu zakreslili při ověřování
předchozího vztahu:
Množiny A' a B'
82
Po jejich sjednocení zůstane v diagramu bílé pouze to, co nebylo obsaženo ani v jednom
z těchto doplňků. Vlastní sjednocení doplňků opět vyznačíme zeleně:
AI U BI
Porovnáme-li oba diagramy, zjistíme opět, že ověřovaný vztah platí (diagramy jsou
shodné).
V tuto chvíli bychom už měli nejen vědět, že De Morganovy vztahy platí pro libovolné
množiny (při našem ověřování jsme si množiny A a B nijak blíže nespecifikovali), ale
také bychom měli mít přibližnou představu, co vlastně např. zápis (A () B)' představuje.
De Morganovy vzorce však nemusíme aplikovat pouze na množiny. Vzpomeňme si na
výroky. Zkusme množinu nahradit výrokem, doplněk negací, průnik konjunkcí,
sjednocení disjunkcí a rovnost ekvivalencí:
1. [-.(A V 8)] <=> (--.A /\ --'8)
2. [-.(A /\ 8)] <=> (-.A V --.8)
Jsou tyto ekvivalence tautologiemi (jsou vždy pravdivé)? Samozřejmě, jde o zápis negace
konjunkce a disjunkce. Právě v takové podobě jsme si tyto negace v kapitole o logických
spojkách odvodili.
Zkusme si ověřit ještě jeden vztah, který platí pro libovolnou dvojici množin:
A - B = A n Br. Levou stranu umíme znázornit hned:
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A-S
Pro zkonstruování obrazu množiny na pravé straně rovnosti musíme nejdříve najít
doplněk množiny B:
B' aA
Doplněk množiny B je vyznačen zeleně, množina A je vyšrafována. Průnikem je tedy
množina, která je v diagramu zelená a zároveň vyšrafovaná:
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An B'
Diagram pro levou a pravou stranu rovnosti se opět shoduje, rovnost skutečně platí.
Podobně jako jsme u výroků zjistili, že jednotlivé logické spojky je možné nahradit
kombinací jiných, vidíme totéž i u množinových operací. Tento poslední příklad ukazuje
právě způsob, jak zapsat rozdíl pomocí průniku a doplňku.
Tři množiny
Až doposud jsme si ukázali práci s Vennovými diagramy i s množinovými operacemi
pouze pro dvě množiny. Ovšem v praxi se setkáváme i s podstatně většími počty množin.
I na nich můžeme postupně provádět množinové operace (tak jako můžeme např.
postupně sečíst tři čísla) a také pro ně můžeme použít Vennovy diagramy. Vennův
diagram - jak jsme si již řekli - lze vytvořit pro libovolný konečný počet množin, my si
však v této práci většinou vystačíme s diagramem pro dvě nebo pro tři množiny:
Vennův diagram pru tři mnužiny A BaC
Tento diagram je opět univerzální a opět jej využijeme k ověřování různých pravidel pro
práci s množinami. Zkusme například zjistit, zda je operace průniku asociativní, tedy zda
platí (A n B) n C = A n (B n C).
Zakreslíme nejdříve levou stranu, tj. začneme množinou A n B:
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AnB
Co bude výsledným průnikem je asi zřejmé , přesto si však ještě vyšrafujme množinu C:
A n B a množina C
Výsledným průnikem je množina, která je na obrázku výše podbarvena i vyšrafována:
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(A n B) ne
Nyní se podívejme na pravou stranu rovnosti. Nejprve zakreslíme množinu Bnc:
Bnc
Vyšrafujme ještě množinu A:
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Bnc a množina A
Výsledným průnikem je opět množina, která je na obrázku výše podbarvená oranžovou
barvou a zároveň vyšrafovaná:
A n (B n C)
Pro levou i pravou stranu jsme získali stejný diagram, rovnost tedy platí. Z toho plyne, že
operace průniku je asociativní. Pokud budeme postupně provádět několik průniků,
nemusíme tedy používat závorky, místo CA n B) n Cmůžeme rovnou psát A n Bnc.
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Toto platí i pro sjednocení, tj. operace sjednocení je asociativní. Ověření tohoto
pravidla zde provádět nebudeme, avšak je to vhodná příležitostk procvičení.
Již při zavádění operací sjednocení a průniku jsme si ukázali, že tyto operace jsou
komutativní. Nyní víme, že jsou také asociativní, a tak můžeme zapsat např. následující
rovnosti platící pro libovolnou trojici množin:
AnBnC=AnCnB=BnAnC=BnCnA=CnBnA=CnAnB
AuBuC=AuCuB=BuAuC=BucnA=CuBnA=CuAnB
Podobné rovnosti bychom mohli psát také pro čtveřice množin, pětice, ... Zkrátka
s průnikem a sjednocením konečného počtu množin můžeme zacházet podobně jako se
sčítáním a násobením u čísel. U čísel však platí také tzv. distributivní zákon - platí jeho
obdoba i u množin? Zkusme to odvodit s využitím Vennových diagramů.
Máme ověřit, že platí An (B u C) = (A n B) u (A n C), neboli že platí distributivnost
průniku vůči sjednocení. Začneme nejdříve levou stranou rovnosti, zakreslíme nejprve
množinu B U C a množinu A, potom zachytíme jejích průnik:
B u C a množina A
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A n (8 u C)
Zbývá znázornit pravou stranu rovnosti, tj. nejdříve množiny A n 8 a A n C a potom
jejich sjednocení:
A n B a množina A n C
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(A n B) u (A n C)
Výsledné diagramy jsou opět shodné, rovnost A n (B u C) = CA n B) u CA n C) platí pro
libovolné tři množiny A, BaC.
Tento vztah platí i v případě, že zaměníme průniky a sjednocení, tj. budeme-li uvažovat
rovnost A U (B n C) = (A U B) n (A U C). Postup ověření je podobný jako v předchozím
případě, proto si je nebudeme znovu ukazovat. Je to však dobré cvičení!
I u těchto vztahů o "distributivitě" množinových operací můžeme uvažovat o variantě
pro výroky (podobně jako jsme to učinili u De Morganových vzorců). Pokud zaměníme
množiny za výroky, průnik za konjunkci, sjednocení za disjunkci a rovnost za
ekvivalenci, získáme tautologie. Ověření lze provést např. tabulkou pravdivostních
hodnot. Ukažme si tabulku pro případ [A /\ CB V C)] ~ [(A /\ B) V (A /\ C)]:
91
A B C BvC AA AAB AAC CA A 8) V AA(Bv C) ~(Bv C) (AA C)
(A /\ B) V (A /\ C)
O 1 1 1 O O O O 1
O 1 O I O O O O 1
O O 1 I O O O O 1
O O O O O O O O 1
1 1 1 I 1 1 1 1 1
1 1 O 1 1 1 O 1 1
1 O 1 1 1 O 1 1 1
1 O O O O O O O 1
Druhý případ, tj. [A V (B A C)] ~ [(A V B) A CA V C)], Sl už ukazovat nebudeme,
necháme ho opět k samostatnému procvičenÍ.
V této části jsme si ukázali, že Vennových diagramů můžeme použít nejen pro grafické
znázorněni situací mezi množinami, ale také pro ověřování různých vztahů a obecně
platných pravidel. Vennovy diagramy však mohou sloužit i pro řešení konkrétních
příkladů a také ke zjednodušování složitějších množinových zápisů.
Příklady řešené s využitím Vennových diagramů
Příklady, které si ukážeme , je možné řešit i bez Vennových diagramů,my si ale ukážeme,
jak nám tyto diagramy mohou řešení ulehčit a zjednodušit.
Příklad 1
Malá firma má 25 zaměstnanců, z toho j 2 zaměstnanců má řidičský průkaz, 8
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zaměstanc ů má svářečský pn/kaz. 10 zaměstnanců nevlastní ani jeden z těchto průkazů.
Kolik zaměstnanců firmy má svářečský i řidičský průkaz zároveň?
Za základní množinu U vezmeme množinu všech zaměstnanců firmy. Je zřejmé, že
[U] = 25. Dále budeme uvažovat množinu Ř všech zaměstnanců vlastnících řidičský
průkaz a množinu S všech zaměstanců, kteří mají svářečský průkaz. Platí tedy IŘI = 12
a [S] = 8. Teď vše zakresleme do Vennova diagramu:
Vennův diagram k Příkladu 1
Proberme si, co reprezentují jednotlivé části diagramu. Množina Ř je zde složena ze dvou
částí - žluté a zelené, množina S je složena ze zelené a modré. Zelená část označuje
množinu Ř n S, což je množina zaměstnanců, kteří mají současně řidičský i svářečský
průkaz. Mohutnost této množiny je pro nás klíčová, je totiž řešením úlohy. Zatím ji však
neznáme. Je zde však jedna množina, jejíž mohutnost známe a jíž jsme zatím nezminili.
Jakou množinu reprezentuje bílá část diagramu? Je to množina (Ř U S)', jinak ji můžeme
zapsat také jako U - (Ř U S). To je množina zaměstnanců, kteří nevlastní ani jeden
z průkazů. Její mohutnost ze zadání známe, ta je 10. Deset zaměstanců tedy spadá do
"bílé části" diagramu, zbývajících 15 musí být v "barevné části". Co je vlastně ona
barevná část? To je množina Ř U 5 neboli množina všech zaměstnanců, kteří vlastní
alespoň jeden z průkazů. Dokážeme již nyní určit, kolik zaměstnanců vlastní oba
průkazy?
VÚTIe, že lŘ U SI = 15, a také vÚTIe, že IŘI = 12 a 151 = 8. Sjednocení množin obsahuje
15 prvků, součet počtů prvků množin Ř a S je však 12 + 8 = 20. Z toho je zřejmé, že tyto
množiny musí mít několik společných prvků - konkrétně je to 20 - 15, tedy 5 prvků.
Neboli IŘ n SI= 5. Množina Ř n 5 je právě ona zelená část diagramu, neboli množina
zaměstnanců vlastnících oba průkazy. Obaprůkazy tedy vlastní 5 zaměstnanců.
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Příklad 2
Do hudební školy chodí 200 žáků. 80 žáků hraje na housle nebo na klavír, 189 žákú
hraje na nejvýše jeden z těchto nástrojů. Na klavír hraje o 13 žáků víc než na housle.
Kolik ž á ků hraje na oba nástroje a kolik klavíristůnehraje na housle?
Základní množinou U bude tentokrát množina všech žáků navštěvujících hudební školu.
Dále označme K množinu všech tamějších klavíristů a H množinu všech houslistů
navštěvujících školu. A zakresleme vše do Vennova diagramu:
Vennův diagram k Příkladu 2
Co obsahují jednotlivé barevně vyznačené množiny? Žlutá značí žáky, kteří chodí na
klavír, ale nehrají na housle. Modrá naopak značí houslisty, kteří nechodí na klavír.
Zelená potom označuje ty, kteří hrají na oba nástroje, tj. množinu K n H. Žlutá a zelená
dohromady značí množinu K, modrá a zelená pak množinu H. Bílá část diagramu značí
množinu žáků, kteří nehrají ani na jeden z těchto nástrojů.
Shrňme si, co víme ze zadání. Do školy chodí celkem 200 žáků, tj. IUI= 200. Dále víme,
že 80 žáků hraje na klavír nebo na housle (pozor, spojka nebo zde není ve smyslu
vylučovacím, tento počet tak zahrnuje i žáky, kteří hrají na oba nástroje). Tedy platí
IKU HI = 80. Také víme, že IKl = jH1+ 13. Jakou část diagramu zachycuje 189 žáků,
kteří chodí nejvýše na jeden ze zmiňovaných nástrojů? Jsou to vlastně všichni žáci, kteří
navštěvují školu ale zároveň nehrají na oba nástroje. To znamená, chceme-li tuto
množinu zachytit (v našem případě šrafováním), bude zabírat celý diagram kromě
množiny K n H:
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Doplněný Venn ův diagram k Příkladu 2
Pro jistotu si naše dosavadní poznatky ještě shrňme do tabulky:
Množina Mohutnost Vyznačení v diagramu
U 200 celá plocha diagramu
K IHI + 13 žlutá + zelená
H ??? modrá + zelená
KuH 80 žlutá + zelená + modrá
KnH ??? zelená
K - (K n H) ??? žlutá
H - (K n H) ??? modrá
U - (K u H) neboli (K U H)' ??? bílá
U - (K n H) neboli (K n H)' 189 šrafování
Na mohutnosti kterých množin se ptá zadání úlohy? Na mohutnost množiny vyznačené
zeleně K n H (žáci hrající na oba nástroje) a množiny vyznačené modře K - (K n H)
(klavíristé nehrající na housle). Ani u jedné z těchto množin zatím neznáme počet prvků,
z toho, co vše již víme, jej však zvládneme vypočítat. Začněme s množinou K n H. Víme,
že I(K n HYl = 189. Neboli , že z 200 žáků reprezentovaných množinou U jich 189 spadá
do množiny vyznačené šrafováním (K n H)'. Zbývajících II tak nutně musí spadat do
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zelené množiny, tedy do množiny K n H. Její mohutnost je tedy 11, neboli 11 žáků hraje
na oba nástroje.
Zbývá vyřešit, kolik žáků náleží do modré části diagramu. Na to si můžeme sestavit
jednoduchou soustavu rovnic. Pro zjednodušení si označme počet prvků (žáků) ve žluté
části ž, v modré části pak m. Počet prvků v zelené části již máme, ten je ll. Nyní
m ů žeme sestavit soustavu rovnic:
ž + m + II = 80
ž+ll=m+ll+13
První rovnice říká, že 80 žák ů hraje alespoň na jeden z nástrojů (vÚTIe ze zadání), druhá
pak tvrdí, že počet klavíristů (včetně těch, kteří hrají i na housle) je o 13 vyšší, než počet
houslistů (opět včetně těch, kteří hrají na klavír). Je však ve druhé rovnici nutné
uvažovat i ty, kteří hrají na oba nástroje? Není, protože kláviristů hrajících na housle je
stejně jako houslistůhrajících na klavír. Jsou to přece ti samí žáci. Nebuderne-li tyto žáky
uvažovat, zbývajících klavíristů bude stále o 13 víc než zbývajících houslistů, I v případě,
že bychom na tuto úvahu nepřišli, jistě bychom si druhou rovnici zjednodušili, protože
odečtení jedenáctky od obou jejích stran se přÚTIO nabízí. Zjednodušená soustava tedy
vypadá takto :
ž + m + II = 80
ž = m + 13
Z této soustavy již snad vypočteme, že ž = 41, a tedy že klavíristů, kteří zároveň nechodí
na housle, je 41.
Příklad 3
Autosalon prodává automobily několika značek. Za poslední měsíc bylo prodáno celkem
61 vozů. Automobilů vybavených klimatizací bylo prodáno třikrát více, než automobilů
značky Škoda. Automobilů Škoda, které nebyly vybaveny klimatizací, bylo prodáno o 6
méně než škodovek s klimatizací. Aut, která nenesla značku Škoda a zároveň nebyla
vybavena klimatizací, bylo prodáno o 3 více, než automobilů Škoda bez klimatizace.
Kolik bylo prodáno škodovek? Kolik bylo prodáno klimatizovaných vozů jiné značky
než Škoda?
Opět si nejdříve zavedeme několik množin. Za základní množinu U budeme považovat
množinu všech aut prodaných v autosalonu za poslední měsíc. Množina Š bude množina
všech prodaných vozů Škoda, množina K bude množina všech klimatizovaných vozů.
Vennův diagram pro tuto úlohu tak bude velmi podobný těm, které jsme uváděli u
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předchozích úloh:
Venn ův diagram k Příkladu 3
Již nebudeme rozebírat, jakou množinu reprezentuje která barva, je to obdobné, jako u
předchozích úloh. Na rozdíl od nich zde ale známe pouze jedno konkrétní číslo, a to
celkový počet prodaných aut, neboli [U], Ostatní údaje už nám udávají pouze vztahy
mezi jednotlivými množinami, nezbývá nic jiného, než začít tvořit soustavu rovnic.
Rovnou si tedy zavedeme několik neznámých pro jednotlivé barevné množiny.
Proměnná ž bude značit počet prvků žluté množiny (neklimatizované škodovky), z zelené
(klimatizované škodovky) , m modré (klimatizované vozy jiných značek) a b bílé
(neklimatizované vozy jiných značek)množiny.
Hodnoty kterých neznámých potřebujeme zjistit, abychom úlohu vyřešili? Počet
prodaných škodovek je ž + z, počet prodaných klimatizovaných "neškodovek" je m.
Nyní budeme sestavovat soustavu rovnic, abychom hodnoty těchto neznámých získali.
Budeme postupně do rovnic zapisovat jednotlivé informace ze zadání. První rovnicí
můžeme zachytit celkový počet prodaných vozů: ž + z + ln + b = 61. Dále víme, že
klimatizovaných vozů bylo prodáno třikrát více než škodovek: z + m = 3 (ž + z). Další
rovnice se týká automobilů Škoda s klimatizací a bez ní: ž + 6 = z. A zbývá poslední
vztah uvedený v zadání: b = ž + 3.
Výsledná soustava je:
ž+z+m+b=61
z + m = 3(ž + z)
ž+6=z
b=ž+3
Nezbývá než tuto soustavu vyřešit, vhodnými úpravami je to velmi rychlé. Zjistíme, že
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ž = 5, z = ll, m = 37 a b = 8. Za poslední měsíc bylo tedy prodáno 16 vozů Škoda a 37
klimatizovaných voz ů jinych značek.
Podobně mohou být zadány i úlohy vedoucí na větší počet množin, a tedy i na složitější
Vennův diagram a složitější soustavu rovnic . U Vennova diagramu pro 3 množiny
bychom se tak mohli dostat až k soustavě osmi rovnic o osmi neznámých, která by už
pravděpodobně byla poměrně obtížně řešitelná. Pokud však zadání obsahuje konkrétní
počty prvků u více částí množin, můžeme se těmto výpočtům vyhnout jako v následující
úloze .
Příklad 4
Do třídy S.A chodi 30 žáků. Hudebnl školu z této třidy navštěvuje 6 žáků, do
modelářského kroužku chodi o S žáků vice než do hudebni školy. Dramatický kroužek
navštěvuje o tři žáky méně, než kroužek modelářský. Dva žáci chodi do modelářského
kroužku i hudební školy, žádný žák nechodí zároveň do dramatického i modelářského
kroužku. 10 žáh, nechodí do žádného kroužku. Kolik žáh, navštěvujedvě ze zminěných
zájmových činnosti?
Základní množinou U bude množina všech žáků třídy. Dále zavedeme množinu H žáků
chodících do hudební školy, množinu M žáků navštěvujících modelářský kroužek
a množinu D žáků navštěvujících dramatický kroužek. Vše zaznamenáme do Vennova
diagramu pro 3 množiny :
Vennův diagram k Příkladu 4
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Opět zavedeme neznámé pro počet prvků množinách vyznačených jednotlivými barvami
- ž pro žlutou, m pro modrou, Č pro červenou, z pro zelenou, o pro oranžovou, f pro
fialovou, h pro hnědou a b pro bílou.
U některých těchto neznámých rovnou známe jejich hodnoty. Víme, že b = 10. Protože
žádný žák nenavštěvujezároveň dramatický a modelářský kroužek, víme také, že z = Oa
také h = O (nenavštěvuje-li žádný žák dohromady tyto dva kroužky nernůže žádný
navštěvovat ani všechny tři zároveň). Dále víme, že o = 2. Z osmi neznámých nám
zbývají čtyři, pro ně již začneme vytvářet rovnice.
Hudební školu navštěvuje 6 žáků, tj. Č + o + h + f= 6. Dosadíme-li již zjištěné hodnoty
neznámých, získáme rovnici: č+ 2 + f= 6, neboli č + f= 4. Do modelářského kroužku
chodí o 5 žáků více , než do hudební školy, tedy ll. Z toho získáváme ž + o + h + z = I I.
Po dosazení za o, h a z dostaneme ž + 2 = ll. Tím jsme vypočítali další proměnnou,
Ž = 9. Dramatický kroužek navštěvuje 8 žáků (ll - 3), rovnice bude m + z + h +f = 8.
Po dosazení za z a h dostáváme m + f= 8.
Nesmime také zapomenout na celkový počet studentů. Víme, že celkem je ve třídě 30
studentů, z toho ale 10 nenavštěvuje žádný kroužek. Na kroužky zbývá 20 studentů, tedy
č + o + h +/+ m + z + ž = 20. Po dosazení již zjištěných hodnot a úpravě získáme
rovnici: č + m +f= 9.
Můžeme zapsat soustavu:
č+f=4
m+f=8
č+m+f=9
Tuto soustavu snadno dořešíme. K odpovědi na zadání nám navíc z této soustavy stačí
znát pouze hodnotu neznámé f, která je 3, dále neznámých z a o, jejichž hodnoty jsme již
určili. Výsledkem je součet těchto neznámých, neboli dvě zájmové činnosti navštěvuje 5
žáků z 5.A.
Na závěr si ukážeme ještě jeden příklad z jiného soudku.
Příklad 5
Zjednodušte následujlcl množinový zápis: [C U (A nC)] U [A U [B n (A U B)]]
Tento typ úloh můžeme řešit postupnými úpravami podle různých pravidel pro operace
s množinami nebo třeba úvahou. My si však ukážeme, jak takovou úlohu vyřešit pomocí
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Vennova diagramu.
Výsledek tohoto množinového zápisu se budeme snažit zachytit do Vennova diagramu
a z něj poté odvodit jednodušši zápis. Budeme postupně zakreslovat jednotlivé operace
od nejvnitřnějších závorek. Celý zápis je vlastně sjednocením dvou množin zapsaných
opět složitými zápisy. Začněme s levou stranou tohoto sjednocení, tj. s množinou
C U (A n C). Nejdříve zakresIíme průnik množin A a C a poté jej sjednotíme s množinou
C:
Anc
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C u (A n C) = C
Nyní zakreslíme pravou stranu "nejvyššího" sjednocení, tedy množinu
A U [8 n (A U 8»). Začneme množinou A U 8, poté provedeme její průnik s množinou 8
a následně sjednocení s množinou A:
AuB
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B n CA u B)
Au [B n CA u B)) = Au B
Máme zakreslenu levou i pravou stranu "nejvyššího" sjednocení, nezbývá než toto
sjednocení provést:
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[C u (A n C)] u [A u [B n (A u B)]]
Složitý množinový zápis jsme znázornili pomocí Vennova diagramu. Nyní se na diagram
podíváme, a zkusíme vymyslet jiný jednodušší zápis, jímž by bylo možné vyznačenou
množinu zapsat. V tomto případě to není těžké, jsou vyznačeny všechny tři množiny,
neboli v diagramu je zachyceno jejich sjednocení. Zápis ze zadání můžeme tedy
zjednodušit na zápis: A U B U C.
Vennovy diagramy pro vyšší počtymnožin
Zatím jsme si ukázali Vennův diagram pro dvě a pro tři množiny, zároveň jsme si řekli, že
Vennův diagram lze nakreslit pro libovolný konečný počet množin. Pokud budeme chtít
vytvořit Vennův diagram pro více než 3 množiny, nernůžeme již množiny zachycovat
pouze pomocí kruhů, ale musíme použít ijiné tvary, resp. části roviny vymezené
složitějšími uzavřenými křivkami. Existují algoritmy, jak vytvořit Vennův diagram pro
libovolný konečný počet množin, my se zde ale omezíme pouze na ukázku příkladů, jak
mohou vypadat diagramy pro čtyři a pět množin. Je také dobré si uvědomit, že při větším
počtu množin se Vennův diagram díky velké nepřehlednosti stává jen obtížně
použitelným.
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Vennův diagram pro čtyřimnožiny zkonstruovaný z diagramu pro tři množiny (zeleněje
zvýrazněna"čtvrtá"množina)
Jiný Vennův diagram pro čtyři množiny
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A
B
C
u
D
Další Vennův diagram pro étyři množiny
VenmlV diagram pro pět množin (oranžově zakreslena "pátá" množina)
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Shrnutí
Vztah nebo
operace Značení Symbolické vyjádření Vennůvdiagram
Podmnožina
množiny
Rovnost
množin
Průnik
množin
Sjednocení
množin
Rozdíl
množin
B ~ A B ~ A {::::} ['V'(xEU): xEB ~ xEA]
A = B A = B <=> [B ~ A 1\ A ~ B]
A n B A n B = {xEU; xEAI\XEB}
A u B A u B = {xEU; xEA v xEB}
A- B A- B = {XEU; XEAl\x~B}
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Doplněk
množiny
(vzhledem
k základní
množině U)
A' A' = {xEU; x~A}
Co UŽ bychom měli znát?
• inkluzi a rovnost množin
• doplněk množiny
• rozdíl množin
• sjednocení množin
• prl'mik množin
• disjunktní množiny
• Vennovy diagramy
• základní množinu
• znázornění množinových operací na Vennových diagramech
• De Morganovy vzorce
• Vennův diagram pro tři množiny
• řešení úloh pomocí Vennových diagramů
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Důkazy
Co je důkaz?
V této kapitole se budeme věnovat problematice, na kterou jsme již vlastně narazili, ale
nevěnovali jsme jí pozornost. V matematice totiž často formulujeme tvrzení, u nichž není
na první pohled zřejmé, že jsou opravdu platná. Přesněji řečeno tvoříme výroky,
u kterých nám obvykle není hned známa jejich pravdivostní hodnota. Uvažujme např.
tvrzení :
"Pro každé tři množiny A, BaC platí:
[C U (A n C)] U [A U [B n (A U B)]] = A U B U c."
U takového výroku (v matematice se často používá pojem věta) na první pohled
neumíme rozhodnout, zda platí. Po chvilce ověřování to však zvládneme např. s využitím
Vennových diagramů (navíc tato rovnost vychází z posledního příkladu předchozí
kapitoly, kde jsme ji odvoditi). V předchozí kapitole jsme několikrát ověřovali i další
rovnosti množinových zápisů apod. A právě o tento proces ověřování nám v této kapitole
půjde. Tomuto procesu totiž v matematice říkáme důkaz a naším úkolem nyní bude
ukázat si, jaké obecné principy důkazů existují a jak pomocí nich ověřit (tedy dokázat)
některé věty. Pochopení smyslu důkazů je nutné k pochopení způsobu výstavby celé
matematiky.
Jaké věty dokazujeme?
Matematická věta se někdy skládá ze dvou částí : z předpokladů a z vlastního znění věty.
Předpoklady věty slouží ke specifikaci objektů, které ve větě vystupují. Tato část
obvykle začíná slovy " necht''', " buďte ". " budiž ". " buď" . Vlastním zněním věty pak
budeme rozumět tu část věty, která přímo popisuje např. vztah, který věta vyjadřuje. Tu
také budeme dokazovat, ovšem s využitím informací z předpoklad ů (jsou-li nějaké
uvedeny).
Aby to však nebylo tak jednoduché, není hranice mezi těmito dvěma částmi pevná, ale
často záleží na konkrétní formulaci dané věty. U jednodušších vět se pak část
s předpoklady vypouští úplně, protože by pouze snižovala srozumitelnost věty.
Uvažujme výše uvedenou větu:
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"Pro každé tři množiny A, BaC platí:
[C U (A n C)] U [A U [B n (A U B)]] = A U Bu c-
Toto tvrzení je právě příkladem věty, v níž část s předpoklady explicitně nenajdeme.
Mohli bychom ji však přeformulovat tak, aby nám předpoklady"vypluly na povrch":
"Necht' A, B, C jsou množiny. Pak pro všechna A, B, C platí:
[C U (A n C)] U [A U [B n (A U B)]] = A U Bu c-
Vidíme, že takové tvrzení zní nepřirozeně a nesrozumitelně. Můžeme použít lidštější
variantu, u které zachováme část s předpoklady, avšak zaplatíme za to jinou daň - trochu
se nám skryje obecný kvantifik átor, který je jinak ze znění věty zřejmý:
"NechťA, B, Cjsou libovolné množiny. Pak platí:
[C U (A n C)] U {A U [B n CA U B)]} = A U B U C."
Obecný kvantifikátor se skrývá pod slůvkem "libovolné". Tím vlastně říkáme , že daný
výrok platí pro každé tři množiny. Je jen na individuálním vkusu, která z uvedených
formulací se zdá nejpřirozenější. Z hlediska srozumitelnosti je vhodné bud' původní znění
věty anebo poslední uváděné s tím, že je v něm obecný kvantifikátor poněkud zamlžen
(často se však taková formulace používá).
My se v praxi budeme setkávat spíše s jednoduššími větami, u kterých není vhodné
předpoklady používat (složitější věty potkáváme především ve vysokoškolské
matematice). Abychom však používaní předpokladů ospravedlnili, ukažme si alespoň
jednu větu , v níž část s předpoklady zjednodušuje vlastní znění věty:
.Nechť Pje množina všech prvočísel a Sje množina všech složených přirozených čísel.
Pak platí:
V(nES) :l(pE P): pln Á p :S --Jťi."
Prvním řádkem této věty (v matematickém smyslu, jazykově je to samozřejmě několik
vět) jsou předpoklady, druhý řádek je vlastní znění věty. Pro jistotu si ještě připomeňme,
jak symbolický zápis, který tvoří vlastní znění věty, přečteme: "Pro každé n z množiny S
existuje p z množiny P takové, že p dělí n a současně p je menší nebo rovno druhé
odmocnině zn." V této větě má část s předpoklady smysl, zjednodušuje symbolický
zápis znění věty. Kdybychom však celou větu chtěli zapsat slovy, našli bychom opět
formulaci i bez předpokladů.
Pro dokazování vět je však mnohem důležitější vědět, v jakém "formátu" je vlastní věta.
Může to být (kvantifikovaný i nekvantifikovaný) jednoduchý výrok nebo
(kvantifikovaný i nekvantifikovan ý) výrok složený. Způsob dokazování se podle toho
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bude lišit. U jednotlivých typů důkazů si ukážeme, jak jimi dokázat větu ve tvaru
jednoduchého výroku a ve tvaru implikace. Co s větami, které jsou složenými výroky
s jinými spojkami? Půjde-li o konjunkci, budeme dokazovat oba jí spojované výroky jako
samostatné věty a má-li věta platit, musí se nám podařit dokázat oba. Obdobně budeme
postupovat u disjunkce, avšak stačí nám dokázat jen jeden z výroků jí spojených, aby
celá věta platila. Obvykle je však nutné dokázat oba disjunkcí spojované výroky, protože
věty ve tvaru disjunkce obvykle v jednotlivých částech popisují různé varianty, které
mohou nastat za různých okolností (jako příklad uveďme větu "Pro každé přirozené číslo
platí, že je liché, nebo sudé.") . Ekvivalenci budeme dokazovat jako dvě implikace
(ukazovali jsme si, že ekvivalenci lze nahradit konjunkcí implikací), musí opět platit obě.
Způsob dokazování se také bude lišit podle toho, zda věta obsahuje kvantifikátory a
popř. jaké. Nekvantifikované výroky neobsahují proměnné a práce s nimi tak bude jiná,
než u výroků, které proměnné obsahují, u nichž není možné pracovat s konkrétním
objektem. Je-li věta formulována jako výrok s existenčním kvantifikátorem, stačí nalézt
vhodný objekt, který tvrzení splňuje, zatímco u kvantifikátoru obecného musíme
prokázat, že výrok platí pro všechny přípustné hodnoty vázané proměnné.
Ještě než se budeme věnovat jednotlivým typům důkazů, zaveďme si některé pojmy,
o kterých jsme se zatím nezmínili. Tyto pojmy se budou týkat implikací, které
v dokazování hrají důležitou roli.
Nutná a postačující podmínka
Uvažujme implikaci A => B. Výroku A pak říkáme postačujícípodmínka pro 8, výroku
8 pak říkáme nutná podmínka pro A. Proč tato pojmenování? Podívejme se na tabulku
pravdivostního ohodnocení pro implikaci:
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A B A~B
1 1 1
1 O O
O 1 1
O O 1
Zaměřme se na řádky tabulky, v nichž je pravdivá implikace A ~ B, neboli
předpokládejme, že tato implikace je pravdivá (tento předpoklad platí až do konce
odstavce, nebudeme na něj již znovu upozorňovat; příslušné řádky jsou vyznačeny
modře). Vidíme, že pokud je v těchto řádcích pravdivý výrok A, je pravdivý i výrok B.
Proto je A postačující podmínkou pro B (platí-li A, postačuje to pro to, abychom mohli
říci, že platí i 8) . To ovšem nic neříká o situaci, kdy A není pravdivé. Naopak,
podíváme-li se na výrok B, vidíme, že výrok A je pravdivý pouze v situaci, kdy je B také
pravdivé. Nastává i situace, kdy B je pravdivé a A nikoli. Avšak nenastává situace, kdy
by B bylo nepravdivé a A bylo pravdivé (to by neplatila implikace a my předpokládáme
opak). Proto řikáme , že B je nutnou podmínkou pro platnost A (aby platilo A, musí nutně
platit B; platnost A však není platností B zaručena).
Ukažme si vše na konkrétním příkladu. Mějme větu:
\f(nE~): 61n ~ 31n
Poznámka: Zápis " m in" říká, že přirozené číslo ln dělí přirozené číslo n, neboli číslo ln je
dělitelné číslem n, Chceme-Ii naopak zapsat , že nějaké přirozené číslo p nedělí přirozené
číslo q, pak využijeme symbol i.]" a píšeme "p-/'q".
Větu si přečtěme : " Pro každé přirozené n platí : Jestliže číslo 6 dělí n, pak také číslo 3 dělí
n" Jde o pravdivou implikaci, z dělitelnosti šesti přímo plyne dělitelnost třemi.
Výrok V(nE~) : 61n má být postačující podmínkou pro výrok V(nE~): 31n. Aje tomu tak.
Víme-li o nějakém (libovolně zvoleném) čísle n, že je dělitelné šesti, pak toto číslo musí
být dělitelné také třemi. Naopak, dělitelnost čísla n třemi nezaručuje to, že číslo n bude
dělitelné šesti. Aby však bylo dělitelné šesti, musí být dělitelné také třemi (jinak dělitelné
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šesti být nemů že). Dělitelnostčísla n třemi je tedy nutnou podmínkou pro dělitelnost čísla
n šesti .
Přímý důkaz
V tomto typu důkazu přímo dokážeme z již ověřených a známých faktů platnost dané
věty. Chceme-li dokázat výrok B, základní myšlenka (známá jako odvozovací pravidlo
modus ponens) je následující: Platí-li výrok A a výrok A=> B, pak musí platit také výrok
B. Takový postup nám může připadat zvláštní , protože doposud jsme byli zvyklí
posuzovat pravdivost implikace tak, že jsme zjišťovali pravdivost jí spojovaných výroků
a poté vyhodnotili pravdivost této implikace . Takovým postupem bychom však museli
zjistit pravdivost výroku B dříve než pravdivost této implikace. Potom by však
dokazování výroku B bylo zbytečné, byl by již dokázán. Abychom pochopili princip
přímého důkazu, je nutné si připustit, že pravdivost implikace můžeme dokázat i jinak
bez znalosti pravdivosti jednotlivých výroků, které spojuje.
Připomeňme si, jak vypadá tabulka pravdivostních hodnot implikace:
A B A=>B
1 1 1
I O O
O I 1
O O I
Modře je zvýrazněn jediný řádek tabulky , v nemz JSou výrok A i implikace A=> B
zároveň pravdivé. Z tabulky je vidět, že v takové situaci musí být pravdivý i výrok B.
Pokud se nám tedy podaří najít výrok A tak, že A i A=> B jsou pravdivé, dokážeme tím
výrok B.
Přímý důkaz jednoduchého výroku
Přímý důkaz jednoduchého výroku vychází z pravidla modus ponens uvedeného výše.
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Budeme-li dokazovat výrok B, musíme nejdříve najít nějaký výrok A, o němž víme, že je
pravdivý, a dále pravdivou implikaci A => B. Takovou implikaci obvykle hned
nenajdeme, ale sestavíme ji postupně z několika dílčích, u kterých víme, že jsou
pravdivé, např.: A=> C, C => D, D => E, E => Fa F => B. Pokud jsou pravdivé všechny
tyto implikace, pak i implikace A=> B musí být pravdivá (to je možné ověřit nejen
úvahou ale i tabulkou pravdivostních hodnot).
Podívejme se na konkrétní příklad. Máme dokázat, že platí:
Nyní si ukážeme přímý důkaz tohoto výroku. Musíme tedy najít nějaký pravdivý výrok
a dále se pak postupnými implikacemi (také pravdivými) dostat až k dokazovanému
výroku. Zkusme za počáteční výrok vzít tvrzení:
29 ~28
To je jistě pravdivý výrok, můžeme s ním začít. Nyní ještě potřebujeme pravdivou
implikaci. Protože pravdivost implikace 29 ~ 28 => ·h + -ft ~ 1 + ....}7 - -ft není zřejmá,
budeme ji muset nahradit několika dílčími implikacemi, jak jsme již naznačili v obecném
popisu přímého důkazu . První taková implikace může být třeba následující:
29 ~ 28 => 29 - 4-V7 ~ 28 - 4-V7
Tato implikace je také pravdivým výrokem, podívejme se, jak lze postupovat dále.
Zapíšeme sérii dalších (pravdivých) implikací, které na sebe postupně navazují:
29 - 4-fl ~ 28 - 4-fl => 29 - 4-fl ~ 4(7 - -fl)
29 - 4fl ~ 4(7 - fl) => (2-fl - 1)2 ~ 4(7 - -fl)
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(2-.J7 - li ~ 4(7 - ..J7) ~ 2..J7 - 1 ~ 2..J7 - -fl
2..J7 - 1 + 8 - fl ~ 2~7 - -ff + 8 - -ft~ 7 + fl ~ 1 + 2~7 - -fl + 7 - ..fl
7 +fl ~ 1 + 2·.J7 - -ft + eV? - ..fr)2 ~ 7 + -fl ~ (1 + -.J7 - -vrl
7 + -fl ~ (l + ~7 - ..J'7)2 ~ -.J7 + -..17 ~ 1+ ~7 - fl
Pravá strana poslední implikace je náš dokazovaný výrok a uvedeným postupem jsme ho
dokázali pomocí přímého důkazu. Důležité je, že jsme začali pravdivým výrokem
a pokračovali sérií pravdivých implikací, které na sebe navazují (pravá strana každé
implikace je levou stranou implikace následující). Přesto však při předvedení takového
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důkazu vyvstává řada otázek. Zkusme si odpovědět alespoň na dvě z nich: Zda je možné
zjednodušit zdlouhavý zápis a především jak přijít na výchozí výrok, ze kterého začneme
odvozovat implikace. Na obě otázky si odpovíme, ukážeme si na totožném zadání, jak se
taková úloha skutečně řeší v praxi.
Příklad 1
Dokažte: .oh + -n : 1+ >17 ~ fl
Jsme-li postaveni před takovou úlohu a chceme-li použít metodu přímého důkazu,
pravděpodobně nás nenapadne, jakým pravdivým výrokem začít ajakými implikacemi
dále pokračovat. Existuje ovšem způsob, jak k těmto výrokům dospět. Provedeme
rozbor, tmo budeme předpokládat, že dokazovaný výrok platí a pokusíme se z něj
odvodit pravdivý výrok , který potom prohlásíme za výrok výchozí. Budeme-li
postupovat ekvivalentními úpravami, můžeme pak celý postup obrátit a získat tak přímý
důkaz.
Začněme tedy dokazovaným výrokem a pokusme se z něj odvodit výrok, který je
pravdivý, a to ekvivalentními úpravami (v dalším textu se ještě vrátíme ke zdůvodnění
použití právě těchto úprav). Máme nerovnost:
Umocníme obě strany na druhou (obě strany nerovnosti jsou kladné, takže tato úprava je
ekvivalentní) :
Pravou stranu rozepíšeme podle vzorce (a + bf
Upravíme mocninu na pravé straně:
7 + -fl ::: 1 + 2>17 - ..J"7 + 7 - -fl
Převedeme -fl na jednu stranu, sečteme, co lze, a upravíme:
2'./7 - 1 ::: 2..J7 - fl
Umocníme obě strany na druhou (opět jsou obě strany kladné, díky čemuž jde o
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ekvivalentní úpravu):
28 - 4,/7 + I ? 4(7 - ;/7)
Upravíme:
K oběma stranám přičteme 4-f7:
29? 2R
Dopracovali jsme se k pravdivému výroku a získali jsme tak konstrukci celého důkazu.
Jak je možné , že jsme získali konstrukci celého důkazu? Postupovali jsme pomocí
ekvivalentních úprav a to znamená, že jsme tvořili ekvivalence. Začali jsme výrokem
;)7 + -n> 1 +~ (označme jej B) a z něj ekvivalentní úpravou vytvořili výrok
7 + -ff ? (1 + ,)7 - -tli (označme jej C). Tímto postupem jsme vytvořili nejen výrok C,
ale také ekvivalenci B ~ C. Tato ekvivalence je pravdivá, a to nezávisle na pravdivosti
výroků BaC. Tyto výroky jsou totiž bud' oba pravdivé nebo oba nepravdivé (právě díky
tomu, že jeden vznikl z druhého ekvivalentní úpravou).
Máme výroky B, C a pravdivou ekvivalenci B ~ C. Další ekvivalentní úpravou,
tentokrát výroku C, můžeme vytvořit výrok D (tj. v našem příkladě
7 + -ff? I + 2,)7 - -ff + (,)7 - -tli) a také pravdivou ekvivalenci C ~ D. Takto můžeme
pokračovat dále a vytvořit tak řetězec pravdivých ekvivalencí B ~ C, C ~ D, D ~ ... ,
. . . ~ X, X ~ A. Pokud se nám podaří dosáhnout výroku A, který je pravdivý (a to se
nám v příkladu povedlo, tím výrokem je 29? 28) , je jisté, že i všechny ekvivalencemi
spojované výroky jsou pravdivé (protože je-li ekvivalence pravdivá, a jeden z jí
spojovaných výroků také - výrok A, musí být pravdivý i druhý spojovaný výrok). Z toho
vyplývá, že i výrok B je pravdivý, chceme-li však podat korektní přímý důkaz, musíme
náš postup otočit a takto důkaz zapsat.
Víme, že ekvivalence je vlastně konjunkcí dvou implikací. Této vlastnosti nyní
využijeme. Začneme výrokem A a vytvoříme sérii implikací A => X, X=>. __ , ... => D,
D => C, C => B, čímž vytvoříme přímý důkaz výroku B.
Ještě než tento důkaz zapíšeme, odpovězme si na druhou otázku - jak takový zápis
zkrátit. Většinou se nepoužívá zápis všech jednotlivých implikací, z nichž je důkaz složen
(jak jsme to udělali v naší ukázce přímého důkazu), ale tyto implikace se zapisují
schematicky A => X=> Y => ... => B. Takový zápis my použijeme při našem zápisu
důkazu výroku -.J7 + -tl? I + -.J7 - -tl, který vychází z rozboru, jenž jsme provedli:
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292: 28 =>
=> 29 - 4-fi 2: 28 - 4..)7 =>
=> 28 - 4..)"7 + 1 2: 4(7 - ,,)"7) =>
=> 2-fl - 1 2: 2-/7 - -ft =>
=> 7 + -fl 2: 1 + 2-17 - -)7 + 7 - -fl =>
=> 7 + ,fl ~ (1 +;)7 - f7i =>
=> -17 + -ft ~ 1+ ,17 - -ft
Pro přehlednost jsou jednotlivé kroky uvedeny na samostatných řádcích, mohli bychom
je však samozřejmě zapisovat i do řádků za sebou. Znakem 1&1 budeme označovat konec
důkazu, neboli situaci, kdy jsme výrok dokázali.
Shrňme si ještě jednou, jak jsme příklad řešili. Dostali jsme za úkol dokázat nerovnost.
Ekvivalentnimi úpravami jsme z této nerovnosti postupně vytvořili nerovnost, o níž víme,
že platí (tedy je pravdivým výrokem). Následně jsme postup otočili (což můžeme učinit
díky ekvivalentnosti úprav) a zapsali vlastní důkaz. Rozbor není nutné provádět vždy,
avšak v situacích, jako je tato, nás rychle dovede k vlastnímu důkazu,
Podívejme se na další příklad, tentokrát již s proměnnými.
Příklad 2
Dokažte: 'rJ(a. bEIffi): Ca + b)2 = a2+ 2ab + b2
Poznamenejme, že zápis ,,'rJ(a, bEIffi)" budeme brát jako zkratku za zápis
,, 'rJ(aE~)'rJ(bE Iffi ) " . Ale vraťme se k vlastnímu důkazu:
Opět bychom mohli udělat rozbor, zkusit z daného výroku ekvivalentními úpravami
odvodit pravdivý výrok a obrátit postup. Tentokrát však rozbor vynecháme a rovnou si
řekneme, že je vhodné začít výrokem 'rJ(a, bE[ffi): (a+bi=(a+bf Na tento výrok
bychom pravděpodobně rozborem přišli a zároveň je to výrok evidentně pravdivý.
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Začněme s ním a pokusme se najít řetězec implikací vedoucí k dokazovanému výroku:
V(a. bE~): (a + b)2 = (a + b)2 => V(a, bE~): (a + b)2 = (a + b)(a + b) =>
=> V(a. bE~): (a + b)2 = a2+ ab + ab + b2 => V(a, bE~): (a + b)2 = a2+ 2ab + b2
K dokazovanému výroku jsme se dostali po několika drobných úpravách pravé strany
dokazované rovnosti. Je vidět, že i tento důkaz je poněkud zdlouhavý - ačkoli
upravujeme jen pravou stranu, vždy opisujeme celý výrok. Dokazujeme-li rovnost dvou
výrazů přímým důkazem, často používáme způsob, kdy se pomocí vhodných úprav
pokusíme jednu stranu rovnosti upravit tak, abychom získali výraz, který je na druhé
straně rovnosti. I potom se jedná o přímý důkaz, přestože zde není úplně zřejmý řetězec
implikací. Přesto postup takového důkazu odpovídá myšlence přímého důkazu, je to totiž
jen zkrácený zápis důkazu, který zde byl předveden.
Můžeme si ale ukázat také jiný přímý důkaz téměř totožného tvrzení, který využívá
geometrické představivosti. Omezíme se ale pouze na kladná reálná čísla. Máme tedy
opět dokázat: V(a. bE~+): (a + b)2 = a2 + 2ab + b2;
Zkusme si představit čtverec, který má stranu délky Ca + b). To znamená, že strana
tohoto čtverce se bude skládat ze dvou úseček o délkách a a b. Obsah takového čtverce
pak bude (a + bf
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ba
a
a
b
b
b
a
Čtverec o straně (a + b) a tedy obsahem (a + b)2
V tomto čtverci snadno najdeme dva disjunktní (tj. nepřekrývající se) čtverce, jejichž
obsah je roven a2 a b2:
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ab
1===a~2===
a
a
b
a
b
čtverec o straně (a + b), uvnitř pak čtverce o stranách a a b
K pokrytí původního velkého čtverce nám chybí dva obdélníky o stranách a a b, obsah
každého tohoto obdélníku je tedy ab:
b
a
ab
b
a
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ab
b
a
Čtverec o obsahu (a + b)2 jsme rozdělili na čtyři obrazce a zjistili jsme obsahy těchto
obrazců. Obsah celého původního čtverce (tj. (a + b)2) musí být roven součtu obsahů
těchto čtyř obrazců (tj. a2 + b2 + ab + ab). Vzhledem k tomu, že délky a a b mohou být
libovolná kladná reálná čísla (v tuto chvíli používáme předpoklad, že a a b jsou kladná,
protože délky stran nemohou být záporné), platí V(a, bEIR.+): (a + bi = a2 + 2ab + b2.
I takto může vypadat přímý důkaz jednoduchého výroku . Kdybychom jej chtěli přesně
nasadit na schéma, které jsme si při zavádění přímého důkazu uváděli, asi bychom
hledali, co je oním úvodním pravdivým výrokem, z něhož jsme vyšli. V tomto případě to
může být např. výrok říkající, že obsah čtverce je roven druhé mocnině délky jeho
strany, společně s poznatkem, že rozdělíme-li obrazec na několik nepřekrývajících se
částí , je jeho obsah roven součtu obsahů těchto částí.
Připomeňme ještě, že všechna "ověření" vztahů mezi množinovyrm zaplsy, Jez Jsme
prováděli v minulé kapitole, byly vlastně také přímé důkazy jednoduchých výroků. Nyní
se však už podívejme , jak přímýmdůkazemdokážeme implikaci.
Přímý důkaz implikace
Implikaci dokazujeme přímým důkazem velmi podobně jako jednoduchý výrok, avšak za
úvodní výrok, ze kterého vyjdeme, nebudeme brát nějaký pravdivý výrok, ale "levou
stranu" implikace. Neboli, máme-li dokázat implikaci A ~ B, pak vyjdeme z výroku A
a vytvoříme řetězec pravdivých implikací A ~ C ~ D ~ ... ~ B. Proč právě tento
postup? Nejdříve si zopakujme tabulku pravdivostního ohodnocení implikace:
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A B A=>B
I I I
1 O O
O 1 1
O O 1
Bude-li výrok A nepravdivý, bude implikace A => B vždy pravdivá. Otázkou je, zda bude
pravdivá i v případě, kdy A bude pravdivým výrokem. Pak je tato implikace pravdivá
pouze v případě, že B je také pravdivým výrokem. Musíme tedy ověřit, zda vždy, když
platí výrok A, bude pravdivý i výrok B. A to učiníme právě výše uvedeným postupem.
Podívejme se na tento typ důkazu opět na příkladech :
Příklad 3
Dokažte: V(aE~): 21a => 21a2
Tato věta vlastně říká, že pro každé přirozené číslo platí, je-li sudé, pak i jeho druhá
mocnina je sudá. Je obecně známo, že taková vlastnost platí. Ukažme si však, jak ji
dokázat přímýmdůkazempro implikaci.
Podle toho, jak jsme si přímý důkaz implikace zavedli, musíme vyjít z poznatku 21a
a postupně pravdivými implikacemi dojít k tomu, že 21a2.
Předně si musíme uvědomit, že je-li nějaké přirozené číslo a sudé, pak existuje přirozené
číslo k, které získáme jako výsledek po vydělení čísla a dvěma . Číslo a lze tedy zapsat
jako součin dvojky a čísla k:
V(aE~)3(kE~): 21a ~ a = 2k
Využijeme tohoto zápisu čísla a k tomu, abychom ukázali, že i po umocnění zůstane
dvojka jeho dělitelem. Kvantifik átory, které vážou proměnné a a k, zapíšeme na začátek
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následujícího řetězce implikací a tomuto zápisu budeme rozumět tak, že se kvantifikátory
vztahují na celý tento řetězec:
Větu jsme dokázali, navíc bychom z důkazu mohli snadno odvodit, že druhá mocnina
libovolného sudého čísla je nejen číslo sudé, ale dokonce dělitelné čtyřmi. Zkusme ještě
jiný příklad:
Příklad 4
Dokažte: \7'(x, yE~): x < y =? x < (x + y)/2 < y
Tato věta vlastně říká, že máme-li dvě různá reálná čísla, pak jejich artimetický průměr
leží mezi nimi.
V důkazu opět musíme začít "levou stranou" implikace. Máme dojít k "dvojité"
nerovnosti, proto si důkaz rozdělíme na dvě části, abychom mohli dokázat obě
nerovnosti zvlášť. Základní myšlenka důkazu spočívá v tom, že přičteme-li k oběma
stranám nerovnosti stejné číslo, nic to nezmění na platnosti této nerovnosti. Dále ještě
využijeme poznatku, že vydělení obou stran nerovnosti dvojkou opět nezmění pravdivost
nerovnosti. Opět také budeme chápat platnost kvantifikátoru na celou sérii implikací:
1. \7'(x, yE~): x < y =? X + x < y + x =? LX < y + x =? x < (x + y)/2
2 . \7'(x, yE~): x < y =? x + y < y + y ~ x + y < 2y =? (x + y)/2 < y
Obě nerovnosn Jsme dokázali odvodit a věta je tak během několika málo kroků
dokázána. U obou nerovností jsme k oběma stranám výchozí nerovnosti x < y přičetli
stejné číslo (v prvním případě x, v druhém y) , po úpravě jsme pak obě strany vydělili
dvojkou.
Příklad 5
Dokažte, že pro libovolný trojúhelník ABC platí: Jestliže je trojúhelník ABC pravoúhlý,
pak obsah čtverce nadjeho přeponoujeroven součtu obsahů čtverců nad odvěsnami.
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Pravdivost této věty měla být zřejmá každému, kdo již slyšelo Pythagorově větě, stejně
tak by mělo být jasné, že platí i obrácená implikace. Bez důkazu bychom však o
pravdivosti mluvit nemohli. Proto si jej ukažme alespoň u této implikace. A opět do
důkazu zamícháme trochu geometrie.
Musíme vyjít z přepokladu, že trojúhelník ABC je pravoúhlý. Proto si takový trojúhelník
narýsujme, přeponu označme c, odvěsny pak budou a a b:
B
c
a
A
.-----------~
b
Pravoúhlý trojúhelník ABC
Nyní ještě narýsujme čtverec CDEF tak, aby úsečka CA ležela na straně CD a úsečka
BC ležela na straně Fe. Strana čtverce musí mít délku Ca + b):
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F8
E
c
b
A
a
D
Pravoúhlý trojúhelník ABC ve čtverci CDEF
Do čtverce dále dorýsujeme trojúhelníky ADG, GEH a HFB tak , aby každý z nich
" zapadl" do jednoho z rohů čtverce (viz následující obrázek). Tyto trojúhelníky jsou
shodné s trojúhelníkem ABC.
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Bc
F
ab
2"""
H
A
ab
2"""
E
G
D
Čtyři shodné trojúhelníky ve čtverci
Nyní si všimněme, že se nám uvnitř čtverce CDEF objevil čtverec AGHB. To, že se
jedná opravdu o čtverec snadno ověříme. Všechny strany jsou stejně dlouhé, jejich délka
je c. Zbývá ověřit velikost jeho vnitřních úhlů. Vezměme si např. <r.BAG. Je vidět, že
I<r.BA GI = 180°- CI <r.CABI + I<r.GADI). My ale víme, že I<r.GADI = I<tABq, z čehož plyne,
I<r.CABI + I<r.GADI = 90°, a tedy i I<r.BAGI = 90°. Velikost ostatních vniřních úhlů čtverce
AGHB ověříme analogicky,
Čtverec AGHB má tedy stranu délky c a tedy obsah c', Obsah jednotlivých pravoúhlých
trojúhelníků známe také, každý z nich má obsah abl2. Celý čtverec CDEF má obsah
(a + bi, tedy (a2+ 2ab + b2). Stejně tak ale můžeme obsah tohoto čtverce vyjádřit jako
součet obsahů trojúhleníkůABC, ADG, GEH, HFB a čtverce AGHB. Sečteme-li obsahy
trojúhelníkůABC, ADG, GEH a HFB, získáme výraz 2ab. Víme, že obsah čtverce CDEF
je (a2 + 2ab + b\ takže čtverec AGHB musí mít obsah (a2 + b\ Víme také, že čtverce
ABGH má obsah c2, tedy platí a2+ b2= c2. Neboli, obsah čtverce nad přeponou c je
roven součtu obsahů čtverců nad odvěsnamia a b.
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Přímý důkaz však není zdaleka jedinou důkazovou technikou. Je ale ze všech těchto
technik nejpřirozenější, protože z nějakého jasného předpokladu postupně odvozujeme
dokazovanou větu. Na mnoho matematických vět však tato technika nestačí a je nutné je
dokazovat technikami jinými.
Nepřímé důkazy
Další možností jak dokazovat věty, jsou nepřímé důkazy. Zde nebudeme dokazovat
pravdivost věty přímo, ale "oklikou", např. přes důkaz neplatnosti její negace. Budeme
rozlišovat tyto nepřímé důkazy :
1. Důkaz jednoduchého výroku sporem
2. Důkaz obměněnou implikací
3. Důkaz implikace sporem
Někdy se za nepřímý důkaz označuje pouze důkaz obměněnou implikací a důkazy
sporem se vyčleňují zvlášť .
Důkaz jednoduchého výroku sporem
U důkazu sporem nebudeme dokazovat přímo zadanou větu, ale pokusíme se dokázat její
negaci. Přesněji řečeno dokážeme, že tato negace je nepravdivá, z čehož plyne, že
původní věta je pravdivá. Jak dokážeme, že negace je nepravdivá? Budeme
předpokládat, že tato negace platí, a odvodíme z ní spor, neboli tvrzení, které je buď
v rozporu s tímto předpokladem, nebo je evidentně nepravdivé. Toto odvození budeme
provádět obdobně jako přímý důkaz.
Máme-li dokázat výrok B, budeme předpokládat, že platí jeho negace, tj. --.B. Odvodíme
řetězec pravdivých implikací: --.B => C => ... => B, popř. řetězec -,B => C => ... ~ A, kde
A je výrok, který je nepravdivý. Rozeberme si obě situace v tabulce pravdivostních
hodnot (řetězec implikací zde nahradíme implikací jedinou). Začněmeme situací, kdy
řetězec implikací končí výrokem B, tabulka má v tomto případě jen dva řádky, protože
není možné, aby výroky Ba -,B měly stejnou pravdivostní hodnotu:
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-.B B -.B~ B
I O O
O I 1
Vidíme, že má-li platit implikace -.B ~ B, pak musí být výrok B pravdivý. Najdeme-li
tedy pravdivou implikaci -.B ~ B, dokážeme tim výrok B.
Nyní se podívejme na tabulku pro případ, kdy řetězec implikací končí nepravdivým
výrokem A. Výrok A je nepravdivý, implikace -.B ~ A je pravdivá. Takové situaci
v tabulce pravdivostních hodnot implikace odpovídá jediný řádek (modře vyznačený):
-.8 A -.B~A
1 O O
1 1 1
O O 1
O 1 1
Ve vyznačeném řádku je také dobře vidět, že výrok -.B musí být nepravdivý, a tak je
pravdivý výrok B, který dokazujeme.
Příklad 6
Dokažte: V(nEN): 21(n3 - lln)
Řekli jsme si, že budeme předpokládat, že platí negace dokazovaného výroku. Tedy
předpokládejme, že 3(nEN): 2f(n3 - lln). Takové číslo n musí být buď liché, nebo sudé
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(každé přirozené číslo je buď sudé, nebo liché). Zkusme si probrat oba tyto případy:
1. Je-li číslo n sudé, pak jej můžeme zapsat jako 2k, kde k je přirozené číslo.
Dosadíme-li 2k za n do výrazu z dokazované věty, získáme (2k)3 - 1I(2k).
Zkusíme-li tento výraz postupně upravovat, získáme výraz 8e - 22k, což je ale
číslo sudé (rozdíl dvou sudých čísel je opět sudé číslo) a to je ve sporu s naším
předpokladem, že 2 nedělí n3 - l lx. Právě jsme totiž zjistili, že toto číslo je sudé
a tedy dělitelné dvěma.
2. Je-li n liché, pak jej můžeme zapsat jako 2k - 1, kde k je opět nějaké přirozené
číslo. Opět dosadíme do výrazu n3 - 11n, získáme (2k - 1)3 - 11(2k - 1), což
můžeme dále upravovat: 8/ť - 121!+ 6k - 1 - 22k + II = 8e - 121!- 16k + 10.
To je opět sudé číslo a tak se dostáváme ke stejnému sporu, jako v bodě 1.
Předpokládali jsme totiž, že toto číslo není dělitelné dvěma.
Vobou případech jsme došli ke sporu. To, co jsme předpokládali, tj. 3(nEN):
2.r(n3 - lln), je tedy nepravdivý výrok, a tak platí jeho negace, což je věta, kterou jsme
měli dokázat.
Příklad 7
Dokažte, že číslo -Y2 je iracion álni (tj. nenáleži do ([}).
Předpokládejme , že platí >J2E([]l . Z toho plyne, že číslo >J2 lze zapsat zlomkem, tedy
existuje celé číslo p a přirozené číslo q tak, že -J2 =p /q. Přepokládejme navíc, že jsou
tato čísla nesoudě1ná (kdyby nebyla, stačí zlomek zkrátit, takže taková čísla musí
existovat). Platí tedy, že p = fiq. Umocníme-li tento vztah na druhou, získáme p2 = 2l.
Z toho plyne, že p2 je sudé číslo. Z toho ovšem plyne, že i p je sudé číslo (tento vztah si
dokážeme v Příkladu 9), tedy existuje rEZ tak, že p = 2r.
Dosadíme-li 2r za p do rovnosti / = 2l, získáme rovnost 4? = 2l, tedy 2r2 = l.
Z toho ovšem plyne, že i číslo q je sudé , a tedy čísla p a q nejsou nesoudělná. My jsme
však předpokládali, že jsou nesoudělná, a tak jsme se dostali do sporu s předpokladem ,
čímž jsme dokázali , že náš předpoklad >J2E([} je nepravdivý a tedy dokazovaný výrok je
pravdivý.
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Důkaz obměněnou implikací
Tento typ důkazu lze použít pouze u vět, které jsou ve tvaru implikace, jednoduché
výroky takto dokazovat nemůžerne. V kapitole o složitějších výrocích jsme si řekli, že
existuje tzv. obměněná implikace, která má stejnou pravdivostní hodnotu, jako implikace
p ůvodní. Máme-li implikaci A ~ B, pak obměněnou implikací je výrok -,B ~ -,A.
Využijeme této znalosti k dokazování vět. Princip důkazu obměněnou implikací spočívá
právě v tom, že místo původní věty ve tvaru implikace dokážeme její obměněnou
implikaci (obvykle přímým důkazem). Protože obměněná implikace má stejnou
pravdivostní hodnotu jako implikace původní, dokážeme tímto i původní implikaci.
Připomeňme si ještě , jak obměněná implikace vypadá v tabulce pravdivostních hodnot:
A B --.A --.B A~B --.B ~ --.A
1 1 O O 1 1
1 O O 1 O O
O 1 1 O 1 1
O O 1 1 1 1
Znovu vidíme, že původní a obměněná implikace jsou výroky ekvivalentní, neboli pokud
dokážeme jednu z těchto implikací, pak je vlastně dokážeme obě. I tento postup si
ukážeme na příkladech:
Příklad 8
Dokažte: V(nE~): 51 (n2 + 1) ~ 5rn .
Nejprve zkonstruujeme obměněnou implikaci (kvantifikátor se nemění) :
V(nE~): Sin ~ St(n2 + 1). Tuto větu budeme nyní dokazovat (přímým důkazem).
Musíme tedy vyjít z předpokladu, že n je dělitelné pěti. Můžeme tedy psát n = Sk, kde k
je nějaké přirozené číslo. Nyní dosaďme (Sk) za n do výrazu (n2 + 1) a pokusme se
prokázat, že tak ziskáme číslo, které neni dělitelné pěti:
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Můžeme říci, že existuje přirozené číslo r takové, že 5IC = r. Pak lze psát n2 + 1 = 5r + 1.
Je zřejmé , že číslo (5r + 1) není dělitelné pěti, tedy i číslo (n2 + 1) není dělitelné pěti.
Tím jsme dokázali obměněnou implikaci a díky ní i původní větu.
Vidíme, že důkaz obměněnou implikací se zde od přímého důkazu lišil pouze tím, že jsme
nezačali ihned dokazovat původní větu, ale nejprve jsme z ní vytvořili obměněnou
implikaci a tu teprve dokazovali.
Příklad 9
Dokažte, že pro každé přirozené číslo n platí: Jestliže je n2 sudé, pak n je také sudé.
Budeme tedy dokazovat větu, jíž jsme využili v důkazu v Příkladu 7. Tentokrát jsme ji
formulovali slovy, můžeme však přidat také symbolický zápis, jaký najdeme ve většině
ostatních příkladů: V(nEN): 21n2 ::::} 21n.
K důkazu opět použijeme obměněnou implikaci, budeme tedy dokazovat větu:
V(nEN): 2-tn ::::} 2+n2
Je-li n liché (tedy nedělitelné dvěma), pak je možné psát n = 2k + 1, kde k je nějaké
přirozené číslo nebo nula. Zkusíme-li toto číslo umocnit na druhou, získáme:
(2k + 1)2 = 4IC + 4k + 1 = 2(2IC + 2k) + I
Označíme-Ii přirozené číslo (21l + 2k) jako r, zjistíme , že číslo (2k + 1)2 je rovno číslu
(2r + I) , které jistě dělitelné dvěma. Tím jsme dokázali obměněnou a tedy i původní
implikaci.
Důkaz implikace sporem
Důkaz obměněnou implikací není jediným způsobem, jak dokázat implikaci nepřímým
důkazem. Můžeme ji také dokazovat sporem, tedy pokusíme se dokázat její negaci a dojít
ke sporu. Máme-li dokázat implikaci A::::} B, budeme dokazovat výrok A /\ ~B (který je
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její negací) a pokusíme se dojít ke sporu. Při negování nesmíme zapomenout znegovat
také kvantifkátory.
Příklad 10
Dokažte: V(nEN): 21n2 ::::} 21n.
Ukažme si, jak bychom mohli sporem dokázat větu z Příkladu 9. Vytvořme její negaci:
3(nEN): 21n2 /\ 2-!'n. Předpokládejme, že tato negace platí.
Jestliže je n liché, víme, že n2 je také liché (to jsme si ukázali jako součást důkazu
v Příkladu 9). To je ovšem spor s naším předpokladem, protože my jsme předpokládali,
že n2 je sudé. Získáváme spor, čímž je důkaz hotov.
Příklad 11
Dokažte: V(nEN): 3t(n4 + 2)::::} 31n.
Opět nejdříve vytvoříme negaci dané věty: 3(nEN): 3f(n4 + 2) /\ 3tn. Předpokládejme, že
tato negace platí.
Jestliže číslo n není dělitelné třemi, může být bud' ve tvaru (3k + 1), nebo (3k + 2), kde k
je přirozené číslo nebo nula. Zkusme ověřit, jak pro oba tyto zápisy vypadá číslo (n4 + 2):
1. Jestližen=3k+ l,pak:n4+2=(3k+ 1)4+2=
81k4 + lO8e + 54~ + 12k + I + 2 = 3(27k4 + 36ť + 14~ + 4k + I). Číslo (n 4 + 2)
je v tomto případě dělitelné třemi.
2. Jestliže n = 3k + 2, pak: n4+ 2 = (3k + 2)4+ 2 =
81k4+ 216k3 + 216~ + 96k + 16 + 2 = 3(27k4+ nk3 + n~ + 32k +6). Číslo
(n4 + 2) je i v tomto případě dělitelné třemi.
Vyzkoušeli jsme obě možnosti, jak číslo n může vypadat, a u obou nám vyšlo, že číslo
(n 4 + 2) je dělitelné třemi. My jsme však předpokládali, že toto číslo dělitelné třemi není,
a tak se dostáváme ke sporu. Přepokládaný výrok tedy neplatí, ale platí jeho negace, čili
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výrok, jenž jsme měli dokázat.
Postup u důkazu implikace sporem je tedy shodný jako u důkazu jednoduchého výroku
sporem, liší se pouze tím, že předpokládáme platnost negace implikace namísto negace
jednoduchého výroku.
Důkazmatematickou indukcí
Důkaz matematickou indukcí se používá pro věty, které se týkají (téměř) všech
přirozených čísel nebo jsou na nich nějak závislé. Přesněji řečeno, používáme jej pro
věty typu V(nE~), n 2: no: A(n), kde A(n) je výrokový vzorec s volnou proměnnou n
reprezentující typicky nějakou vlastnost přirozených čísel a kde no je nějaké konkrétní
přirozené číslo, od něhož výše má daná vlastnost platit. Často má A(n) platit pro každé
přirozené číslo , pak je no = 1 a podmínku n 2: no neuvádíme. Důkaz matematickou
indukcí sestává ze dvou kroků :
1. Dokážeme, že A(n) platí pro n = no.
2. Dokážeme implikaci: V(kEN): A(k) =:> A(k + 1), této části říkáme indukční krok.
Opravdu stačí tyto dva kroky k dokázání vět v uvedeném tvaru? Zkusme si situaci trochu
rozebrat:
Mějme větu, která říká, že nějaká vlastnost platí pro všechna přirozená čísla (např. že
2\(n3 - lln)). V prvním kroku dokážeme, že tato věta platí pro číslo 1. Poté dokážeme,
že pokud tato věta platí pro nějaké přirozené číslo k, pak platí i pro k + 1. Víme tedy, že
věta platí pro číslo 1. Díky dokázané implikaci ale také dokážeme odvodit, že platí i pro
dvojku (platí-li výrok A a současně A=:> B, pak platí i výrok 8). Když víme, že platí pro
dvojku , mllžeme stejným způsobem odvodit, že platí i pro číslo tři, a takto bychom mohli
pokračovat dále a dokázat větu pro všechna přirozená čísla. Zmiňované dva kroky tedy
stačí.
Příklad 12
Dokažte: V(nEN): I + 2 + ... n = Yz . (n + 1) . n.
Prvním krokem je ověření platností pro číslo 1. Dosadíme tedy toto číslo do rovnosti.
Levá strana bude 1, pravá strana bude Yz . 1 . Cl + 1), což je opět 1. Pro číslo 1 tedy věta
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platí.
Přichází na řadu indukční krok. Předpokládejme, že tato věta platí pro nějaké přirozené
číslo k, tedy že pro toto k platí:
1 + 2 + ... k = 'h . (k + I) . k
Nyní musíme dokázat, že za tohoto předpokladu platí věta i pro (k + 1), tedy že platí:
1 + 2 + ... k + (k + 1) = Ví . (k + 2)(k + 1).
Levá strana je I + 2 + ... k + (k + 1). My však z našeho předpokladu víme, že
1 + 2 + ... k = 'h . (k + I) . k , a tak můžeme psát:
1 + 2 + ... k + (k + 1) = Ví , (k + I) . k + (k + 1)
Modrou barvou je naznačeno, u které části výrazu došlo k aplikaci našeho předpokladu.
Pokud budeme výraz dále upravovat (vytkneme závorku (k + 1», získáme:
'h . (k + 1) . k + (k + I) = (k + 1)(12 . k + I) = 12 . (k + 2)(k + I).
Dostali jsme se od levé strany dokazované rovnosti k pravé, dokázali jsme, že platí:
I + 2 + ... k + (k + I) = Ví, (k + 2)(k + I).
Provedli jsme oba kroky důkazu a věta je tak dokázána.
Příklad 13
Dokažte: \f(nEN): 21(n3 + lln).
Pokud za n dosadíme 1, tvrzení platí. První krok je splněn.
Předpokládejme, že tvrzení platí pro nějaké přirozené číslo k, tedy že 21(k3 + llk).
Zkusme dokázat, že platí i pro (]: + I). Dosad'me tedy (k + 1) za n do výrazu (n3 + 11n):
(k+ li+ ll(k+ 1)=k3+3JC+3k+ 1 + llk+ II = k3 + l lk + 3JC + 3k + 12
Modře označený výraz je podle našeho předpokladu dělitelný dvěma. Abychom
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prokázali, že i celý výraz (Iť + 11k + 3k2 + 3k + 12) je dělitelný dvěma, zbývá dokázat,
že (3e + 3k + 12) je také dělitelné dvěma. Můžeme výraz ještě upravit: 3(e + k + 4).
Číslo tři není dělitelné dvěma, musíme tedy dokázat, že číslo dvě dělí číslo (e + k + 4).
Je-li k sudé, jeho druhá mocnina bude také sudé číslo, takže výraz (e + k + 4) bude
součtem tří sudých čísel, cožje opět číslo sudé, a tedy dělitelné dvěma. Je-li k líché, pak
jeho druhá mocnina je také liché číslo. Náš výraz tak bude součtem dvou lichých čísel
(která dohromady daji číslo sudé) a jednoho čísla sudého, což je dohromady opět číslo
sudé. (k2 + k + 4) je tedy jistě sudé číslo, číslo dvě dělí (Iť + llk + 3k2 + 3k + 12). Vztah
platí í pro (k + 1), věta je dokázána.
Příklad 14
Dokažte: V(nE~): 61(n3 + Sn).
Pokud za n dosadíme 1, tvrzení opět platí. První krok je splněn.
Předpokládejme, že pro nějaké přirozené číslo k platí : 61(k3 + Sk). Dosadíme-li za n výraz
(k + I), získáme:
(k + 1)3 + S(k + 1) = ť + 3~ + 3k + 1 + Sk + S = ť + Sk + 3k2 + 3k + 6
Z předpokladu víme, že 61(k3 + Sk). Zbývá dokázat, že 61(3~ + 3k + 6). Ale
3~ + 3k + 6 = 3(~ + k + 2) a 6 = 2 . 3. Zbývá tedy dokázat, že 21(~ + k + 2), což
můžeme provést rozborem, zda je k liché nebo sudé, totožně jako v přechozím příkladu.
Tím bude věta opět dokázána.
Úlohy k procvičení
1. Dokažte základní vztahy pro sudá a lichá čísla, tj. že platí: Součet (a také rozdíl
a součin) každých dvou sudých čísel je číslo sudé, součet (a také rozdíl) každých
dvou lichých číselje číslo sudé a že součin dvou lichých číselje číslo liché.
Řešení:
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Dokážeme přímo, stačí si zapsat sudá čísla ve tvaru 2k, lichá čísla ve tvaru [2k + I), kde k je nějaké
přirozen é číslo (popř. nula). Ukažme např. že součet každých dvou lichých čísel a a b je sudé číslo:
Nechť je a = 2k+ 1 a b = 2s + I, kde k,sE~O' Pak můžeme psát:
a +b~(2k + 1)+(2s + 1)~2k +2s +2~2(k+s+ 1)
Došli jsme k výrazu, který je jistě dělitelný dvěma a tedy sudý , věta je dokázána. Ostatní věty z tohoto
cvičení bychom dokazovali analogicky.
2. Dokažte: V(p , qE~+): V2' (p + q)~~.
Řešeni:
Dokážeme přímo. Rozbor:
Y2 . (p + q)? ..Jp . q
p +q?2~
p +q-2~?O
(-/p)2 - 2-/P . {q + (~)2 '=: O
(..JjJ - WJ)2? O
Poslední řádek rozboru je zcela jistě pravdívý výrok pro každá dvě kladná reálná čísla p a q, vlastní důkaz
provedeme otočením postupu rozboru (což můžeme udělat díky tomu, že jsme provádli pouze
ekvivalentní úpravy).
3. Dokažte: V(rE~): sin r + cos r -I 1,5.
Řešení:
Dokážeme sporem. Předpokládejme, že existuje rE IR takové, že sin r + cos r = 1,5. Pak můžeme psát:
sin r + cos r= 1,5
(sin r + cos 1')2 = (1,5)2
(sin 1')2 + 2· sin r : cos 1'+ (cos r)2 = 2,25
I + 2 . sin r : cos r = 2,25
2 . s in r . cos r = 1,25
sin 2/"= 1,25
My však víme, že sinus reálného čísla nemůže být větší než 1. Dostáváme spor.
4. Dokažte: V(aEN): 31a <=> [3t(a1 + 1) 1\ 3f(a1 + 2)].
Řešení:
Věta je formulována jako ekvivalence. Musíme tedy dokázat implikace "oběma směry" , Nejprve dokážeme,
větu:
V(aE f\::I): 31a ~ [3t(a 3+ I) II 3t(a3 + 2)]
Tuto implikaci dokážeme přímo. Jestliže 31a, pak existuje přirozené k tak, že a = 3k. Nyní zkusme (3k)
dosadit za a do výrazů (a 3 + 1) a (a3 + 2):
(3k)3 + 1 = 27k3 + I = 3r + I, kde r= 9k3
(3k)3 + 2 = 27J? + 2 = 3s + 2, kde s = 9J?
Vobou p řípadech jsme došli k číslu, které evidentně není dělitelné třemi, čímž jsme tuto implikaci
dokázali.
Nyní dokažme implikaci obrácenou, tj.:
V(aEf\::I): [3t(a 3 + 1) 113t(a3 + 2)] ~ 31a
Tuto implikaci budeme dokazovat nepřírno, pomocí implikace obměněné. Vytvořme tedy obměněnou
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implikaci:
V(aEr::J): 3~a ~ [31(a3 + I) V 31(a3 + 2)]
Vyjdeme z předpokladu, že a není dělitelné třemi, Pak je toto a buď ve tvaru Ok + I) nebo Ok + 2), kde k
je nějaké přírozené číslo nebo nula. Je také dobré si uvědomít, že "pravá strana" implikace má tvar
disjunkce, stačí nám tedy dokázat pravdivost jen jednoho z ji spojovaných výroků.
Nejprve předpokládejme, že a = 3k + I a zkusme tento výraz dosadít do výrazu (a 3 + 2):
(k 1 1) 3 I 2= 27k3 I 27k2 I 9k I I I 2~3(9k3 I 9k2 I Jk I I)
Vidíme, že je-li a = 3k + I, pak číslo (a 3 + 2) je dělitelné třemi
Stejným způsobem se dokáže, že je-li a = 3k I 2, pak číslo (a 3 I 1) je dělitelné třemi. Díky tomu, že na
"pravé straně" implikace máme disjunkci, nemusíme jíž dokazovat, zda je pro a = 3k+ 1 číslo (a3 + I)
dčlitelné třemi a zda je pro a = 3k + 2 číslo (a3 + 2) (ani by se nám to dokázat nepovedlo).
Dokázali jsme implikace "občma směry", v čta jc tak dokázána.
Řešení:
Dokážeme přímo. Rozbor:
i l(1 + x4) :s y:!
2J:s 1+ x4
O:S I - 2x2 +x4
O:S Cl - i)2
Poslední řádek rozboru je zcela jistě pravdivý výrok pro libovolné reálné x, protože druhá mocnina
reálného čísla je vždy číslo nezáporné. Vlastní důkaz pro vedeme otočením postupu rozboru (opět jsme
prováděli pouze ekvivalentní úpravy, a tak tuto metodu můžeme použít).
6. Dokažte: V(mE~): 2.r(m3 - 6m + 2m - 10) => 2tm.
Řešení:
Použijeme důkaz obměněnou implikací, budeme tedy dokazovat větu:
V(mE~): 21m => 21(m3 - 6m + 2m - 10)
Číslo m je sudé, tedy m = 2k, kde kje nějaké přírozené číslo. Pak:
m
3
- 6m + 2m - 10= 8k3 - 72k2 + 4k - 10= 2 . (4k3 - 36k2 + 2k - 5)
Číslo (m 3 - 6m + 2m - IO)je tedy také sudé, č ímž je věta dokázána.
7. Dokažte: V(xE~) : 4 cos x + cos 2x::::: -3.
Řešení:
Využijeme přímého důkazu, nejprve provedeme rozbor:
4 cos x + cos 2x :::: - 3
4 cos x + cos2 x - sin2 x::::-3
2 24 cos x + cos x - (I - cos x):::: - 3
2 + 4 cos x + 2 cos2 x::::O
l + 2 cos x + cos2 x :::: O
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(I + cos X)2 ;::. o
výraz na posledním řádku platí pro všechna reálná čísla, vlastní důkaz získáme otočením postupu
rozboru (opět jsme provádělipouze ekvivalentní úpravy, díky čemuž můžeme postup otočit).
8. Dokažte: V(nEN): 2in {::::} 2in2.
Řešení:
Jde o ekvivalenci, je tedy nutné dokázat dvě implikace. Implikaci \I(nEN): 2~n ~ 2~n2 dokážeme přímo,
pro důkaz implikace opačným směrem využijeme metodu obměněné implikace . Postupujeme obdobně jako
v Příkladu 9.
9. Dokažte" že platí: --J II + .fiO < 1 + ;J II - (fO.
Řešení:
Ekvivalentními úpravami dojdeme k pravdivému výroku 4 I < 44, postup je analogický jako v Příkladu l .
10. Dokažte sporem větu z Příkladu 13, tj. V(nEN): 21(n3 + lln).
Řešení:
Máme přímo určeno, jakým typem důkazu máme tvrzení dokázat. Budeme tedy předpokládat, že platí
negace dané věty a využijeme poznatku, že číslo n je buď sudé, nebo liché. Vlastní důkaz bude analogícký
jako v Příkladu 6, kde jsme dokazovali velmipodobné tvrzení.
11. Dokažte matematickou indukcí větu z Příkladu 6, tj. V(nEN): 21(n3 - 11n).
Řešeni:
Máme přímo určeno, jakým typem důkazu máme tvrzení dokázat. Důkaz provedeme obdobně jako
v Příkladu 13.
12. Dokažte: VemEN): 31(m2 + 1) ~ 6fm.
Řešeni:
Použijeme d ůkaz obměněnou implikací. Obměněná implikace \I(mE~): 61m ~ 3-1(m2 + I) se nám bude
mnohem lépe dokazovat (budeme moci vycházet z poznatku 6Im).
Předpokládejme tedy, že 61m. Pak ni = 6k., kde kE~. Pak platí:
m2 + I lm = (6k)2 + I = 36k2 + I
Dále můžeme říci, že (l2k2) je nějaké přirozené číslo r. Pak m3 + 11m = 36k2 + 1 = 3,.+ I, což je jistě
číslo , které není dělitelné třemi, Dokázali jsme obměněnou implikací a tedy i původní větu.
13. Dokažte : V(nEN): 1 + 3 + 5 + ... + (2n - 1) = n2.
Řešení:
Tuto větu budeme dokazovat matematickou indukcí. Pro číslo jedna věta platí: 2 ' I - I = ]2.
V indukčním kroku předpokládáme, že tvrzení platí pro n ějaké přirozené k, tedy platí
1 + 3 + ::; + + (2k - I) = k2. S tímto předpokladem se podívejme na situaci pro (k + I):
] + 3 + 5 + + [2(k + I) - 1] - I + 3 + 5 + ... + (2k - I) + [2(k + I) - I] - k2 + (2k + 2 - + I) - k2 + 2i
Modrou barvou je opět naznačeno použití předpokladu. Ukázali jsme, že při jeho platnosti věta platí i pro
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(k + I). Důkaz matematickou indukci je hotov .
14. Dokažte: \I(nEN): 51(ns+ 4n) .
Řešeni:
Použijeme matematickou indukci. Pro číslo I tvrzení platí: 15 + 4, I ~ 5, což je jistě dělitelné pěti
Nyní předpokládejme, že pro n ějaké přirozené k platí SI(k5 + 4k), a podívejme se, jak bude vztah vypadat
pro (k + I):
(k I 1)5 I 4(k I I) ~ kS I sé I IOk3 I IOk2 I Sk I I I 4(k I I) ~ kS I sé I IOk3 I IOk2 I Sk I I I 4k I
= kS + 4k + 5k4 + lok3 + IO~ +5k+5
Předpokládali jsme, že 51(k5 I 4k) , takže víme, že (kS I 4k) je d ělitelné pěti. Z výrazu, ke kterému jsme
došli, nám tak zbývá sé + IOkJ + IOk2 + Sk + S, což je jistě také číslo dělitelné pěti (můžeme číslo pět
vytknout). Věta platí i pro (k + I). Důkaz je dokončen.
Pomámka O výstavbě matematiky
Na závěr této kapitoly se ještě krátce zmiňme o tom, jaké použití mají poznatky
z matematické logiky, které jsme v této i v předchozích kapitolách probrali. Vše, co jsme
si zde ukazovali, slouží jako nástroj pro výstavbu matematiky ve vysokoškolském pojetí.
Vysokoškolská matematika bývá stavěna pomocí axiomů, definic, vět a důkazů.
Axiomy jsou tvrzení, II nichž je předem dáno, že musí být pravdivá. Jsou to jakési
"základní kameny" teorie, které chceme budovat. Budeme-li se např. zabývat výstavbou
geometrie, budeme pravděpodobně využívat axiomu:
" Každým i dvěma body v rovině je určenaprávějedna pěimka."
V teorii, kde bychom chtěli používat přirozená čísla, bychom mohli použít např. axiom:
"Každé přirozené číslo má svého následníka."
Budujeme-li nějakou část matematiky, vycházíme obvykle z několika axiomů.
Definice používáme k zavádění nových pojmů. Ukažme si defmici na zavedeni operace
průniku množin:
.Průnikem množin A, B, který značímeA n B, budeme rozumětmnožinu
{xEU; xEA 1\ xEB}."
Věty a jejich důkazy již známe, věty slouží k popisu poznatků, které nejsou
z dosavadních poznatků (axiomů a již dokázaných vět) zřejmé, důkazy pak používáme
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k ověření a prokázání platnosti vět.
Tímto jsme si v krátkosti nástínili základní princip výstavby vysokoškolské matematiky
(a také smysl matematické logiky), hlubší probrání této tematiky je již mimo rozsah
tohoto textu.
Shrnutí
Typ důkazu Dokazovaný výrok Schéma postupu důkazu
Vyjdeme z pravdivého výroku A
a vytvoříme řetězec pravdivých
Přímý důkaz Bjednoduchého výroku implikací A ~ C ~ D ~ ... ~ B.
Předpokládáme , že platí A
a vytvoříme řctčzce pravdivých
Přímý důkaz ímplikace A =>B
implikací A :::) C => D => ... => B.
Předpokládáme, že platí --.B
a vytvoříme řetězec pravdivých
implikací --.B ~ C ~ D ~ ... ~ B
Důkaz jednoduchého B
výroku sporem
nebo --.B:::) C :::) D :::) ... :::) A,
kde Aje nepravdivý výrok.
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Přímým důkazem dokážeme
Důkaz obměněnou A~Bimplikací implikaci ~B ::::} ~A
Předpokládáme platnost
Důkaz implikace A~B konjunkce A 1\ ~B a odvodíme
sporem spor podobně jako u důkazu
jednoduchého výroku sporem.
První krok: dokážeme A(no).
Druhý krok: dokážeme
Důkazmatematickou
V(nEN), n ~ no: A(n)indukcí
V(kEN): A(k) ~ A(k + 1).
Co UŽ bychom měli znát?
• pojem důkazu
• matematické věty
• nutnou a postačující podmínku
• přímý důkaz
o jednoduchého výroku
o implikace
• nepřímý důkaz
o jednoduchého výroku sporem
o obměněnou implikací
o implikace sporem
• dúkaz matematickou indukcí
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Závěr
Výsledkem této práce jsou webové stránky, jejichž smyslem je poskytnout středo­
školským studentům další zdroj (a tedy i někdy tolik potřebný pohled :;t, jiného úhlu)
pro lepší proniknuti do problematiky matematické logiky a zároveň možnost ověř-it si
jednoduchou formou získané znalosti. Forma webových stránek byla zvolena jednak
kvůli její atraktivitě pro současné studenty, především však kvůli přidané hodnotě,
kterou je možnost interaktivity a snadná dostupnost.
Stránky nejsou uzavřenym projektem, naopak jsou navrženy tak aby bylo možné
je snadno dále rO:;t,šiřovat a přrdávat nové funkce (čímž by mohl být vybudován
obsáhlejší komplexnčjší portál), popř. aby mohly být í\ačlenčny do jiného včtšího
projektu. Vlastní systém kapitol a testů je naprosto nezávislý na obsahu a může
tak být naplněn i jiným učivem, které nesouvisí s matematickou logikou, popř . ani
s matematikou.
Použitý systém zápisu matematických symbolů může být. po zvýšení podpory ja-
zyka MathML mezi internetovými prohlížeči (ke kterému postupné docházf) pouhou
úpravou souboru funkce. incl poměrně snadno převeden do dohoto jazyka a pří­
padné další rozšiřování stránek může již tohoto jazyka využívat. Celkově by tak
jakékoli rozšiřování nebo modernizace stránek neměly být. obtížné.
Při psaní stránek jsem se snažil myslet na to, aby byly "st.ravitelné" pro sou-
časného středoškoláka, který už o matematické logice alespoň něco slyšel. popř. má
k dispo:;t,ici i jiné zdroje (učebnice, internet). Toto přcdscvzctf se ncjspíše ncpodařilo
ve všech případech splnit , přesto doufám, že tato práce bude přínosem pro v ýuku
matematické logiky.
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Příloha A
Zdrojové kódy
V této přilozo je pro ukázku vypsána malá část zdrojového kódu stránek (výpis
kompletního zdrojov ého kódu by zdvojnásobil rozsah práce). Zal ámáni dlouhých
příkaz ů a další úpravy formátu textil byly provedeny z d ůvodu sazby a v souborech
na CD tak nejsou provedeny.
A.I Vlastní PHP funkce
Následuje výpis souboru funkce. LncL, v němž jsou uloženy vlastní naprogramované
PHP funkce používané na stránkách.
<?php
function pr($pl) { II proměnná
return '<span class="promenna">'. $pl . )</span>' ;
}
function prp($pl) { II proměnná
echo )<span class="promenna">'. $pl. )</span> ' ;
}
function v($vl) { II výrok
return "<span class="vyrok">, .$v1. '</span> , ;
}
function vp($vl) { II výrok
echo '<span class="vyrok lt>'. $vl. '</span>' ;
}
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function konjunkce() {
echo '<!--[if IE]><img src=" obrazky/konjunkce.png"
alt="konjunkceII /><! [endif] --><! -- [if ! IE] > -->
&#8743;<!-- <! [endif]-->';
}
function konjp($a, Sb) {
echo $a.'&nbsp;<!--[if IE]><img src=" obrazky/konjunkce.png"
alt="konjunkce" /><! [endif] --><! -- [Lf ! IE] > -->
&#8743;<!-- <! [endif]-->&nbsp;' .$bj
}
function konj($a, Sb) {
return $a. '&nbsp;<!--[if IE]><img
src=" obrazky/konjunkce.png" alt="konjunkce" /><! [endif]-->
<!--[if !IE]> -->&#8743;<!-- <! [endif]-->&nbspj' .$bj
}
function disjunkce() {
echo '<!--[if IE]><img src=" obrazky/disjunkce.png"
alt="disjunkce" /><1 [endif]--><!--[if !IE]> -->&#8744;
<!-- <! [endif]-->';
}
function disjp($a, $b) {
echo $a.'&nbsp;<!--[if IE]><img src=" obrazky/disjunkce.png"
alt="disjunkce" /><1 [endif] --><!--[if !rEJ> -->&#8744;
<!-- <! [endif]-->&nbsp;' .$b;
}
function disj($a, Sb) {
return $a. '&nbsp;<!--[if IE]><img src=" obrazky/disjunkce.png"
alt="disjunkce" /><1 [endif]--><!--[if !IE]> -->&#8744;
<!-- <! [endif]-->&nbsp;' .$b;
}
function implikace() {
echo '<!--[if IE]><img src=" obrazky/implikace.png"
alt="implikace" /><1 [endif]--><!--[if !IE]> -->&#8658;
<!-- <! [endif]-->';
}
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function implp($a, $b) {
echo $a.'&nbsp;<!--[if IEJ><img src=lI obrazky/implikace.png ll
alt=lIimplikace ll I><! [endifJ--><!--[if lIE]> -->&#8658;
<!-- <! [endif]-->&nbsp;' .$b;
}
function impl($a, $b) {
return $a. '&nbsp;<!--[if IE]><img src=lIobrazky/implikace .png ll
a.lt >" implikace II I><! [endi f ] --><! -- [if !rE] > -->&#8658 j
<!-- <! [endif]-->&nbspj' .$bj
}
function ekvivalence() {
echo '<!--[if IE]><img src=" obrazky/ekvivalence.png ll
alt=1I ekvivalence II I><! [endif]--><!--[if !IE]> -->&#8660j
<!-- <! [endifJ-->';
}
function ekvip($a, $b) {
echo $a. '&nbsp;<!--[if IEJ><img src='lobrazky/ekvivalence.png ll
alt=1I ekvivalence II I><! [endif]--><!--[if !IE]> -->&#8660;
<!-- <! [endif]-->&nbsp;' .$b;
}
function ekvi($a, $b) {
return $a. '&nbsp;<!--[if IE]><img src=" obrazky/ekvivalence.png ll
alt= II ekvivalence II I><! [endi f ] --><!-- [Lf !IE] > -->&#8660;
<!-- <! [endif]-->&nbsp; , .$b;
}
function rO { II reálná čísla
return mnoz ( ,&#8477 ; ') ;
}
function nO { II přirozená čísla
return mnoz ( '&#8469; , ) ;
}
function zO { II celá čísla
return mnoz('&#8484;') ;
}
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function q() { II racionální čísla
return mnoz('&#8474;');
}
function in() { II náleží
return '<!--[if IE]><img src=" obrazky/nalezi.png" alt="náleží ll I>
<! [endif] - -><! - -[if !IE]> -->&#8712 ; <!-- <! [endif] - ->';
}
function nin() { II nenáleží
return '<!--[if IE]><img src=" obrazky/nenalezi.png"
alt=" nenáleží" I><! [endif]--><!--[if !IE]> -->&#8713;
<!-- <! [endif]-->';
}
function rp() { II reálná čísla
echo mnoz('&#8477;');
}
function np() { II přirozená čísla
echo mnoz('&#8469;');
}
function zp() { II celá čísla
echo mnoz( '&#8484 ;');
}
function qp() { II racionální čísla
echo mnoz( '&#8474;');
}
function inp() { II náleží
echo '<!--[if IE]><img src=" obrazky/nalezi.png" alt="náleží" I>
<! [endif]--><!--[if !IE]> -->&#8712;<!-- <! [endif]-->';
}
function ninp() { II nenáleží
echo '<! - -[if IE]><img src=" obrazky/nenalezi.png"
alt="nenáleží" I><! [end.i f ] --><! -- [Lf lIE] > -->&#8713;
<!-- <! [endif]-->';
}
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function ok() { II obecný kvantifikátor
return '<! -- rif IE] ><img src= II obrazkyI okv .png"
alt="obecny kvantifikátor" I><! [endif]--><!--[if !IE]> -->
&#8704;<!-- <! [endif]-->';
}
function okp() { II obecný kvantifikátor
echo '<!--[if IE]><img src="obrazky/okv.png"
alt="obecný kvantifikátor" I><! [endif] --><! -- rif ! IE] > -->
&#8704;<!-- <! [endi fJ - - >' ;
}
function okv($okl,$ok2) { II obecný kvantifikátor + závorky
return ,<! -- rif IE] ><img src= II obrazkyI okv .png"
alt="obecný kvantifikátor" /><! [endif] --><! -- rif ! IEJ > -->&#8704;
<!-- <! [endif]-->( ' .$okl.in().$ok2 . ')';
}
function okvp($okl,$ok2) { II obecný kvantifikátor + závorky
echo '<!--[if IE]><img src=" obrazky/okv.png"
alt=" obecný kvantifikátor" /><! [endif] --><! -- rif nE] > -->&#8704;
<!-- <! [endif]-->(' .$ok1.inO .$ok2 . ')';
}
function ek() { II existenční kvantifikátor
return '<!--[ii IE]><img src="obrazky/ekv.png"
alt=llexistenční kvantifikátor" I><! [end í f ] --><! -- [if !rE] > -->
&#8707;<!-- <! [endif]-->';
}
function ekp() { II existenční kvantifikátor
echo '<! -- [it lE] ><img src=" obrazky/ ekv. png"
alt=llexistenční kvantifikátor" I><! [endif] --><! -- rif !IE] > -->
&#8707;<!-- <! [endif]-->';
}
function ekv($okl ,$ok2) { 1I existenční kvantifikátor + závorky
return '<! - -[if IE]><img src=" obrazky/ekv.png"
alt="existen~nl kvantifikátor" /><! [endif]--><!--[if !IE]> -->
&#8707;<!-- <! [endif]-->(' .$okl . i n ( ) .mnoz($ok2). ')';
}
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function ekvpC$okl,$ok2) { II existenční kvantifikátor + závorky
echo '<!--[if IE]><img src="obrazky/ekv.png"
alt=llexistenční kvantifikátor" I><! [endif] --><! -- rif ! JEJ > -->
&#8707;<!-- <! [endif]-->(' .$okl.inC).mnoz($ok2). ' )' ;
}
function hi($hl) { II horní index
return ' <span class="horni">' .$h1. , </span>' ;
}
function hip($hl) { II horní index
echo ' <span class="horni">' .$h1. ' </ span >' ;
}
function di($hl) { II dolní index
return '<span class="dolni">' .$h1. '</span>, ;
}
function dip($hl) { II dolní index
echo l <span class="dolni "> l • $h1. l </span> ' ;
}
function inkl() { I1 inkluze
return '<! -- [Lf IE] ><img src="obrazky/podmnozina. png"
alt="podmnožina" I><! [endifJ--><!--[if !IEJ > -->&#8838;
<!-- <! [endif]-->, ;
}
function inklp() { 1I inkluze
echo ' <!-- [if IE]><img src=lt obrazky/podmnozina.png"
alt="podmnožina" I><! [endif]--><!--[if !IEJ> -->&#8838;
<!-- <! [endif]-->, ;
}
function osinkl() { 1I ostrá inkluze
return '<!--[if IE]><img src="obrazky/ostinkl.png"
alt="vlastní podmnožina" I><! [endif]--><!--[if !TEJ> -->
&#8834;<!-- <! [endif]-->';
}
150
function osinklp() { II ostrá inkluze
echo '<!--[if IEJ><img src="obrazky/ostinkl.png"
alt=" vlastní podmnožina" I><! [endif]--><!--[if !IE]> -->
&#8834;<!-- <! [endifJ-->';
}
function pmO {
return mnoz( '&#8709; ');
}
function pmp O {
echo mnoz('&#8709;');
}
1I prázdná množina
1I prázdná množina
function sj() { II sjednocení
return '<! -- [if IE] ><img src='lobrazky/sjednoceni .png"
alt=" s jednocení" I><! [end í.ř ] --><! -- [if lIE] > -->&#8746;
<!-- <! [endifJ-->';
}
function sjp() { II sjednoceni
echo '<!--[if IEJ><img src="obrazky/sjednoceni.png"
alt=" sjednocení" I ><! [endí.f ] --><! -- [Lf ! IE] > -->&#8746;
<!-- <! [endifJ-->' ;
}
function sjed($a, $b) { II sjednocení
return mnoz($a) . ' &nbsp ; <!- - [i f IEJ><img
src=llobrazky/sjednoceni. png" alt=llsjednocení II I><! [endí.f ] -->
<!--[if !I E] > -->&#8746;<!-- <! [endif]-->&nbsp;' .mnoz($b);
}
function sjedp($a, $b) { II sjednocení
echo mnoz($a) .'&nbsp;<!--[if IEJ><img
src='lobrazky/sjednoceni.png" alt=llsjednocení" I><! [endif]-->
<!--[if !IE]> -->&#8746;<!-- <! [endif]-->&nbsp;' .mnoz($b);
}
function mnoz($m) { II množina
return '<span clas s= "mnozina II >, . $m. '</span> ' ;
}
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function mnozp($m) { II mnOZlna
echo '<span class=\I mnozina" >, .$m. '</span>';
}
function rozd($a, $b) { II rozdíl mnOZln
return mnoz($a). '&nbsp;&minus;&nbsp;' .mnoz($b);
}
function rozdp($a, $b) { II rozdíl množin
echo mnoz($a) .'&nbsp;&minusj&nbsp;' .mnoz($b)j
}
function podm($a, Sb) { II podmnožina
return mnoz($a). '&nbsp;' .inkl() .'&nbsp;' .mnoz ($b) ;
}
function podmp($a, Sb) { II podmnožina
echo mnoz($a) . '&nbsp;' .inkl() .'&nbspj' .mnoz ($b) j
}
function pru() {
return '&#8745;';
}
function prup() {
echo '&#8745;';
}
II průnik
II průnik
function prun($a, $b) { II průnik
return mnoz($a). '&nbsp;&#8745;&nbsp;' .mnoz($b);
}
function prunp($a, Sb) { II průnik
echo mnoz($a) . '&nbsp;&#8745;&nbsp;' .mnoz($b);
}
function odm($a) { II odmocnina
return '&radic;<span class="nadtrzeni"> , . $a . '</span>';
}
function odmp($a) { II odmocnina
echo '&radicj<span class="nadtrzeni tl> , . $a . '</span>';
}
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function deli() {
return '<!--[if IE]>I<! [endif]--><!--[if !IE]> -->&#8739;
<!-- <! [endif]-->';
}
function delip() {
echo '<!--[if IE]>!<! [endif] - -><! - -[if !IE]> - ->&#8739;
<!-- <! [endif]-->';
}
function nedeli() {
return '<! -- rif IE] ><irng src="obrazky/nedeli. png"
alt=llnedělP I><! [end.í f ] --><! -- rif !IE] > -->&#8740;
<!-- <! [endif]-->';
}
function nedelip() {
echo '<!--[if IE]><img src="obrazky/nedeli.png"
alt="nedělí" I><! [endif]--><!--[if !IE]> -->&#8740;
<!-- <! [endif]-->';
}
function uhel() {
return '<!--[if IE]><irng src="obrazky/uhel.png"
alt="úhel" /><! [end.i.f ] --><! -- rif !IE] > -->
&#8738;<!-- <! [endif]--> ';
}
function uhelp() {
echo ,<! -- rif IE] ><img s.r c>" obrazkyluhel. png" alt=\\úhel II />
<! [endif]--><!--[if !IE]> -->&#8738;<!-- <! [endif]-->';
}
function cas($c) {
$K 60;
$s $c%$K;
$c (int)$c / (int)$K ;
$rn $c%$K;
$c (int)$c 1 (int)$K;
$h $c%$K;
$c (int)$c / (int)$K;
if ($h != O) $s = $h ."h II .$s;
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}?>
if ($m != O) $s
return $s." s . " ;
$m."m ".$s;
A.2 Úvod všech stránek
Soubor uvod-anonym. incl je vkládán na začátek všech stránek. Zajišťuje vypsání
hlavičky, vygenerování menu a vložení souboru funkce. incl vypsaného v předchozí
kapitole. Obsah souboru uvod-anonym. incl je následující:
<?php
include "funkce.incl";
if (! (ereg(".*MSIE.*" ,$_SERVER['HTTP_USER_AGENT']») &&
! (ereg(".*msie.*",$_SERVER['HTTP_USER_AGENT']») {
echo '<?xml version="1.0" encoding="iso-8859-2"?>' ."\n";
}
?>
<?php
// Stránku nechci cacheovat.
header('Expires: Mon, 26 Jul 1997 05:00:00 GMT');
header('Last-Modified: ' .gmdate('D, d M Y H:i:s').' GMT');
header('Cache-Control: no-cache, must-revalidate');
header('Pragma : no-cache');
?>
<! DOCTYPE html PUBLIC "-//W3C//DTD XHTML 1. O Strict//EN"
''http://www .w3.org/TR/2000/REC-xhtmll-20000126/DTD/xhtmll-strict.dtd">
<html xmlns=''http://www.w3.org/1999/xhtml'' xml:lang="cs" lang=" cs">
<head>
<meta http-equiv="content-type" content="text/htrnl;
charset=iso-8859-2" />
<link rel="stylesheet ll type="text/css ll href="stylyl.css"
media="screen" />
<link rel="stylesheet ll type="text/css ll href="pro_tisk.css"
media="print" />
<!--[if IE ]>
<link rel="stylesheet" type="text/css" media="screen"
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href=" styly-explorer.css" />
<! [endif] -->
<title>Stránky pro výuku logiky</title>
</head>
<body>
<div>
<a name=t1 nahore"></a>
</div>
<div id="HlavniMenu">
<!--[if IE 7]>
<div class=t1varovani II >
<span style="color:red; font-size: 16px;">
! ! ! UPOZORNĚNÍ t ! !</span><br />
Používáte prohlížeč <br />
<a href= "napoveda. php#explorer II >s&nbsp; omezenou
kompatibilitou</a>
</div>
<! [endi.f ] -->
<!--[if lte IE 6]>
<div class=t1varovani">
Upozornění:<br />
Používáte <a href=t1napoveda .php#explorer">
zastaralý prohlížeč</a>
</div>
<! [endif] -->
<a href=lIindex.php"><img src="obrazky/nadpis.png"
alt="Výuka logiky" width="385" height="87" /></a>
<div class=t1tlacitkol">
<a href=" uvod.phptl>Úvod</a>
</div>
<div class="tlacitko2">
<a href="kapitoly .php">Kapitoly</a>
<div class="odkazy">
<?php
include "sql-pripojenitl;
if ($db) {
$prikaz = "SELECT * FRDM stranky";
mysql_query(t1SET NAMES 'latin2't1);
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$vypis = mysql_query($prikaz, $db);
whileCis_arrayC$vysl = mysql_fetch_arrayC$vypis))) {
echo "<div class=\"menu\"><a href=\"" .$vysl['lstr_adresa"]
. "\ ">" .$vysl ["str_cislo"] . '". ". $vysl ["str_jmeno"] . "<Za>:' ;
$prikaz = "SELECT odkaz,nazev FRDM podmenu WHERE
$cislo_stranky=".$vysl["str_cislo"] ;
$vyp = mysql_queryC$prikaz, $db);
echo "<div class=\"podmenu\">\n";
whileC$v = mysql_fetch_array($vyp)) {
echo "<a href=\"".$vysl["str_adresa lt ] ."#"
.$v["odkaz"] . "\">" .$v["nazev"] . It</a>\n";
}
echo "</div></div>\n";
}
}
?>
</div>
</div>
<div class="tlacitko4">
<a href="napoveda .php">Nápověda</a>
</div>
<div class="tlacitko3">
<a href="test.php">Testy</a>
<div class="odkazylt>
<?php
include "sql-pripojeni";
if C$db) {
$prikaz = "SELECT nazev FROM testy";
$vypis = mysql_query($prikaz, $db);
$i = 1;
while ($vysl = mysql_fetch_array($vypis)) {
echo "<div class=\"menu\lt>
<a href=\ "testy. php?cislo=" .$i. "\" >It.$i. I'. "
.$vysl[nazev] ."</a></div>";
$i++;
}
}
?>
</div>
</div>
</div>
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A.3 Konec všech stránek
Konec všech stránek je zajištěn vložením souboru konec. incL pouze dva ukončující
tagy:
</body>
</htrnl>
A.4 Zpracování testů
Pro generování i vyhodnocování testů slouží soubor testy. php:
<?php
include "uvod-anonym.incl";
7>
<div id=IStranka">
<div class="nahoru">
<a href="#nahore">NAHORU</a>
</div>
<h2>
Test
<?php II zápis nadpisu
$cas = Time();
mysql_select_db($db);
$cislo = $_GET['cislo'];
echo $cislo.'&nbsp;&ndash;&nbsp;';
$cislo--;
$prikaz = "SELECT nazev FROM testy WHERE cislo=".$cislo;
$vypis = mysql_query($prikaz);
$zaznam=MySQL_Fetch_Array($vypis);
echo $zaznam['nazev'];
?>
</h2>
<forrn action="testy. php?cislo=<?php echo ($cislo+1) ; ?>II rnethod="post ">
<?php
/* TEST SPUŠTĚN */
srandO;
$pred = O;
if (empty($_POST)) {
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$prikaz = "SELECT cotazky, typ, variant FROM otazky
WHERE ctestu=".$cislo;
$vypis = mysql_queryC$prikaz);
$cot = O; II číslo otázky
echo '<hr I>';
II výpis otázek
while C$otazky=MySQL_Fetch_ArrayC$vypis» {
$cot++;
$var = rand (1 , $otazky['variant']) ; II náhodná varianta
if ($var == $pred) $var = randC1, $otazky['variant']);
$pred = $var;
$prikaz = "SELECT c_varianty, zneni FROM varianty
WHERE c_otazky=". $otazky I ' c_otazky'] ;
$vyp_var = mysql_queryC$prikaz);
II přeskočit na vybranou variantu
for C$i = 1; $i <= $var; $i++)
$varianty = MySQL_Fetch_Array($vyp_var);
echo '<p class=" otazka">, .$cot .' .&nbsp ; ' ;
$soubor = fopenCI./text.txt", "W" ) ;
fwrite($soubor, $varianty[" zneni"]);
fclose($soubor);
include('text.txt');
echo':' ."\n";
$prikaz = "SELECT c_odp, odpoved FROM odpovedi
WHERE c_varianty=" .$varianty['c_varianty'];
$vyp_odp = mysql_queryC$prikaz);
II otevřená odpověď
if ($otazky['typ'] == 2) {
$odpoved=MySQL_Fetch_ArrayC$vyp_odp);
echo '&nbsp;<input type="text" size="3"
name="t'.$odpoved['c_odp'] .'" value="" 1></p>';
}
II výběr variant
else {
echo '<Ip>';
while C$odpovedi=MySQL_Fetch_ArrayC$vyp_odp» {
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echo '<p class=" odsadit II ><input type=';
II jedna správná odpověď
if ($otazky['typ'] == O) {
echo ' "radio" name="r'. $varianty [' c_varianty'] . '
II value='" . $odpoved i ['c_odp'];
}
II více správných odpovědí
else {
echo '''checkbox'' name="ch' . $odpoved i [ ' c_odp ' ] . '
II val.ue>'' ano "' ;
}
echo ,,, />&nbsp;';
$soubor = fopen(II ./text .txt", "W" ) ;
fwrite($soubor, $odpovedi[" odpoved"]);
fclose($soubor);
include('text.txt');
echo ' <Ip>' . "\n" ;
}
}
echo '<p><input type=tlhidden"
value=" , . $varianty [, c_varianty'] . ,,,
name=" ot' . $cot. "I I><input type="hidden"
value='" . $ot azky [ ' t yp ' ] ,tl name= II typ , .$cot. "I I>
<Ip> ' . "\n" ;
echo '<hr I>';
}
echo '<p class=" stred"><input type="hidden"
value=l1'.$cot.'" name="cot" I>'."\n";
echo '<input type="hidden" value="'. Time O , ' II
name=" cas" 1>'. "\n";
echo '<input type=" s ubmit" value="Odeslat"
name=" odeslat II 1></p>'. "\n";
}
1* VYHODNOCENÍ TESTU *1
else {
$spravnych = O;
echo '<hr 1>';
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II pro každou otázku
for ($i = 1; $i <= $_POSr['cot']; $i++ ){
$prikaz = "SELECT zneni, napoveda FROM varianty
WHERE C varianty=" .$_POST I.'ot' .$i] ;
$vyp_var = mysql_query($prikaz);
$varianta = MySQL_Fetch_Array($vyp_var);
$prikaz = "SELECT c_odp, odpoved, spravne FROM
odpovedi WHERE c_varianty=" . $_POST [' ot' . $i] ;
$vyp_odp = mysql_queryC$prikaz);
II otevřená odpověď
if C$_POST[ 'typ' .$i] == 2) {
$odpoved = MySQL_Fetch_ArrayC$vyp_odp);
echo '<div class="smajlik">
<img src="obrazky/smajlik-';
II správně
if C$_POST[ 't ' .$odpoved['c_odp']]
$odpoved[ 'spravne']) {
$spravnych++;
echo 'dobre.png" alt="Dobře!" title="Dobře!" ';
}
II špatně
else {
echo 'spatne.png" alt=IISpatně!" title=ISpatně!" ';
}
echo 'height="35" width=135"></div>';
echo '<p class=lI otazka">' .$i.' .&nbsp;';
$soubor = fopenC"./text.txt", "W" ) ;
fwri te C$soubor, $varianta ["zneni fl] ) ;
fcloseC$soubor);
includeC'text.txt');
echo ':' ."\n";
echo '&nbsp ;<input type="text" size="3"
name="t' . $odpoved [, c_odp'] . ' "
value='" .$_POST['t' .$odpoved['c_odp']].'" 1></p>';
}
II výběr variant
else {
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$ok = TRUE;
$s = '<p class="otazka">' .$i.' .&nbsp;'
.$varianta ['zneni'] . ' :<Ip>' . "\n" ;
while ($odpoved = MySQL_Fetch_Array($vyp_odp» {
$s = $s.'<p class="odsadit"><input type=';
II jedna správná odpověď
if ($_POST['typ' .$i] == O) {
if ($odpoved['spravne'] == 1) {
if ($_POST['r' .$_POST['ot' .$iJ] !=
$odpoved['c_odp']){
$ok = FAL8E;
}
}
$8 = $8.'''radio'' na.me="r'.$_POST['ot'.$i].'"
value='" .$odpoved['c_odp'].)I1 ';
if ($_POST [' r ' . $_POST [' ot' .$i]] == $odpoved [' c_odp'])
{ $s = $s." checked ll;}
}
II více správných odpovědí
else {
$8 $8. ' II checkbox" name="ch ' . $odpoved [' c_odp'] . ) "
value="ano'" ;
II bylo zaškrtnuto
if (i8set($_POST['ch' .$odpoved['c_odp']]» {
$s $s. "checked";
if ($odpoved['spravne'] != 1) {$ok = FALSE; }
}
}
else { II nebylo zaškrtnuto
if ($odpoved['spravne'] == 1) {$ok
}
FALSE; }
$s $s.' I>&nbsp;'. $odpoved [ , odpoved'] . ' <Ip>' . "\n" ;
}
I I smajlík
echo '<div class="smajlik"><img src="obrazky/smajlik-';
if ($ok) {
$spravnych++;
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echo 'dobre.png U alt=IDobře!" title=IDobřel" ';
}
else {
echo "spatne ipng" alt="Spatně! II title="Spatně!" ';
}
echo 'heíght="35" width=135"></div>';
$soubor = fopenC"./text.txt U , " W" ) ;
fwriteC$soubor, $s);
fcloseC$soubor);
includeC'text.txt');
}
II nápověda
echo '<div class="napoveda">'."\n Nápověda\n </div>\n <div>";
$soubor = fopen Cu. Itext .txt II, UWU);
fwriteC$soubor, $varianta["napoveda"]);
fclose($soubor);
include('text.txt');
echo "</div>";
echo '<hr I>';
}
echo '<div class="vysledek">Celkový čas:
'.cas($cas - $_POST['cas']).'<br I>';
echo 'Vaše úspěšnost je
'.round«$spravnych!$_POST['cot'])*100,1).'%.<!div>';
}
7>
<!form>
</div>
<?php include "konec.incl"?>
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Příloha B
Databáze
Tato příloha obsahuje části výpisu databáze v jazyce SQL. Vypis celé databáze neni
mo~ný ~ prostorových důvodů (např. tabulka odpovedi má 482 ř á dk ů ) .
B.I Struktura databáze
Databáze obsahuje šest tabulek, následujícími SQL dotazy je lze vytvořit. Tento
výpis však také m ů že posloužit jako dokumentace strukt ur y tabulek.
CREATE TABLE 'odpovedi' (
'c_odp' bigint(20) NOT NULL auto_increment,
'c_varianty' int(ll) NOT NULL,
'odpoved' text collate latin2_czech_cs NOT NULL,
'spravne' int(4) default NULL,
PRIMARY KEY ('c_odp'),
KEY 'c_varianty' ('c_varianty')
) ENGINE=MyISAM AUTO_INCREMENT=483 DEFAULT CHARSET=latin2
COLLATE=latin2 czech cs AUTO INCREMENT=483
CREATE TABLE 'otazky' (
'c_otazky' int(ll) NOT NULL,
'c_testu' int(ll) NOT NULL,
'typ' tinyint(4) default NULL,
'variant' tinyint(4) NOT NULL,
PRIMARY KEY ('c_otazky'),
UNIQUE KEY 'c_otazky' ('c_otazky'),
KEY 'c_testu' ('c_testu')
) ENGINE=MyISAM DEFAULT CHARSET=latin2 COLLATE=latin2_czech_cs;
CREATE TABLE 'podmenu' (
'index' int(ll) NOT NULL auto_increment,
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'cislo_stranky' int(ii) NOT NULL,
'odkaz' varchar(20) collate latin2 czech_cs default NULL,
'nazev' varchar(35) collate latin2_czech_cs default NULL,
PRIMARY KEY ('index'),
KEY 'cislo_stranky' ('cislo_stranky')
) ENGINE=MyISAM AUTO_INCREMENT=50 DEFAULT CHARSET=latin2
COLLATE=latin2 czeeh es AUTO INCREMENT=50
CREATE TABLE 'stranky' (
'str_cislo' int(ii) NOT NULL,
'str_jmeno' varchar(20) collate latin2_czech_cs NOT NULL,
'str_adresa' varchar(lOO) collate latin2_czech_cs NOT NULL,
PRIMARY KEY ('str_cislo')
) ENGINE=MyISAM DEFAULT CHARSET=latin2 COLLATE=latin2_czech_cs;
CREATE TABLE (testy' (
'nazev' varchar(25) collate latin2_czech_cs default NULL,
'cislo' int(ii) NOT NULL default 'O'.
PRIMARY KEY ( 'cislo'),
UNIQUE KEY 't_cislo' ('cislo')
) ENGINE=MyISAM DEFAULT CHARSET=latin2 COLLATE=latin2_czech_cs
COMMENT='Jednotlivé testy);
CREATE TABLE 'varianty ' (
'c_otazky' int(li) NOT NULL,
'c_varianty' int(li) NOT NULL,
'zneni' text collate latin2_czech_cs,
'napoveda' text collate latin2_czech_cs NOT NULL,
PRIMARY KEY ('c_varianty'),
KEY 'c_otazky' ('c_otazky')
) ENGINE=MyISAM DEFAULT CHARSET=latin2 COLLATE=latin2_czech_cs
COMMENT='Jednotlivé otázky';
B.2 Obsah databáze
N ásled uj ící SqL dotazy jsou ukázkou obsahu databáze, z rozsáhl ých tabulek bylo
ponecháno jen několik ř ádk ů.
-- Tabulka 'odpovedi'
INSERT INTO 'odpovedi' VALUES Ci, O. 'Vstaň a posaď se!). O);
INSERT INTo 'odpovedi' VALUES (2, O, 'Kolik je hodin?', O);
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INSERT INTD 'odpovedi' VALUES (3, O, 'Matematika je přírodní
vědou. " 1);
INSERT INTO 'odpovedi' VALUES (4, 1, 'Prvním prezidentem samostatné
České republiky byl Václav Havel.), 1);
INSERT INTD 'odpovedi' VALUES (5, 1, 'Počkej tu na Martina!', O);
INSERT INTD 'odpovedi' VALUES (6, 1, 'Jaká je dnes průměrná cena
benzínu v Jihočeském kraji?', O);
INSERT INTO 'odpovedi' VALUES (482, 150, " 531);
-- Tabulka 'otazky'
INSERT INTD 'otazky' VALUES (O, 0, 0, 4);
INSERT INTD 'otazky' VALUES Ci, 0, 1, 3);
INSERT INTD 'otazky' VALUES (2, 0, 0, 4);
INSERT INTD 'otazky' VALUES (3, 0, 0, 4);
INSERT INTO 'otazky' VALUES (4, 0, 1, 5) ;
INSERT INTO 'otazky' VALUES (5, 0, 1, 4);
INSERT INTO 'otazky' VALUES (6, 0, 1, 4);
INSERT INTD 'otazky' VALUES (43, 4, 2, 3);
-- Tabulka 'podmenu'
INSERT INTO 'podmenu' VALUES (1, 1, 'vyrok', 'Výrok');
INSERT INTD 'podmenu' VALUES (2, 1, 'ohod',
'Pravdivostní ohodnocení');
INSERT INTO 'podmenu' VALUES (3, 1, 'negace', 'Negace výroku');
INSERT INTO 'podmenu' VALUES (4, 1, 'znaceni), 'Značení');
INSERT INTO 'podmenu' VALUES (5, 2, 'konjunkce', 'Konjunkce');
INSERT INTO 'podmenu' VALUES (6, 2, 'disjunkce', 'Disjunkce');
INSERT INTD 'podmenu' VALUES (49, 7, 'vystavba',
'O výstavbě matematiky');
-- Tabulka 'stranky'
INSERT INTO 'stranky' VALUES (1, 'Výroky', 'vyroky.php');
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INSERT INTD 'stranky' VALUES (2, 'Logické spojky', 'spojky.php');
INSERT INTD 'stranky' VALUES (3, 'Negace spojek', 'negspoj.php');
INSERT INTO 'stranky' VALUES (4, 'Složitější výroky',
'slozitejsi.php');
INSERT INTO 'stranky' VALUES (5, 'Kvantifikátory',
'kvantifikatory.php');
INSERT INTO 'stranky' VALUES (6, 'Množiny', 'mnoziny.php');
INSERT INTO 'stranky' VALUES (7, 'Dftkazy', 'dukazy.php');
-- Tabulka 'testy'
INSERT INTO 'testy' VALUES ('Výroky', O);
INSERT INTO 'testy' VALUES ('Logické spojky', 1);
INSERT INTO 'testy ' VALUES ('Složitější výroky', 2);
INSERT INTO 'testy ' VALUES ('Kvantifikátory', 3);
INSERT INTD 'testy' VALUES ('Množiny', 4);
-- Tabulka 'varianty'
INSERT INTO 'varianty' VALUES (O, 0, 'Za výrok lze považovat větu',
'Správně je třetí odpověď. První dvě věty nejsou ani oznamovací
větou (řekli jsme si, že u jiných než oznamovacích vět, nemá vftbec
smysl uvažovat jejich pravdivost). Naopak, třetí věta je výrokem,
dokonce pravdivým.');
INSERT INTO 'varianty' VALUES (O, 1, 'Za výrok lze považovat větu',
'Správně je první odpověď. Řekli jsme si, že otázka ani rozkaz
nemohou být výroky, proto jimi nejsou ani zbývající dvě odpovědi.
U první odpovědi mdžeme nejen uvažovat, ale i snadno rozhodnout
o její pravdivosti. Víme totiž, že je pravdivá.');
INSERT INTO 'varianty' VALUES (O, 2, 'Za výrok lze považovat větu',
'Správně je prostřední odpověď. Řekli jsme si, že otázka ani
rozkaz nemohou být výroky, proto jimi nejsou ani ostatní odpovědi
(ano, první odpověď je určitou formou rozkazu). U prostřední
odpovědi mftžeme nejen uvažovat, ale i snadno rozhodnout o její
pravdivosti. Víme, že je pravdivá.');
INSERT INTO 'varianty' VALUES (43, 150, 'Na náměstí v&nbsp;Jevíčku
jsou tři restaurace: Vesmír, Morava a Prima. Za poslední týden
navštívilo Primu 725 osob, Moravu 531 osob, z&nbspjtoho 388 bylo
pouze v&nbsp;Moravě. Jen v&nbsp;Moravě bylo dvakrát více lidí,
než kolik navštívilo pouze Vesmír. Zádný z&nbsp;návštěvníků nebyl
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za poslední týden zároveň v&nbsp;Primě i&nbsp;v&nbsp;Moravě.
Osob, které navštívily Primu i&nbsp;Vesmír bylo o&nbsp;51 více
než těch, které navštívily Moravu i&nbsp;Vesmír. Kolik lidí bylo
jen v&nbsp;Primě', )Pouze v&nbsp;Primě bylo 531 osob. Úlohu lze
řešit Vennovým diagramem pro 3 množiny (Prima, Morava, Vesmír),
kde základní množinou bude množina všech návštěvníků jevíčských
restaurací za poslední týden.»);
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Příloha C
Licence k použití webu
Vlastníkem autorských práv k této práci je Katedra didaktiky matematiky Materna-
ticko-fyzik ální fakulty Univerzity Karlovy v Praze. Webové stránky, které jsou sou-
částí t éto práce, je možn é použivat a instalovat na vlastní server (a popř. měnit)
pouze pro soukromé nebo vzdělávací účely. Jakékoli jiné použití je bez písemného
souhlasu vlastníka autorských práv zakázáno. Především není možné tuto práci ani
jakoukoli její část použít pro komorční úóoly nebo jako součást vlastní práce (např.
bakalářské, diplomové. apod.).
Použití této práce je pouze na vlastní nebezpečí, vlastník autorských práv ani
autor práce nenesou odpovědnost. za případné škody, zp ůsobené používáním této
,pracc,
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